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Hinweise zum Gebrauch des Losungshefts:

Das Losungsheft ist zur Kontrolle und nicht zum Abschreiben gedacht. Arbeite deshalb
ehrlich, 16se jede Aufgabe selbststandig und kontrolliere erst dann die Ergebnisse.

B Zu den Aufgaben, die im Schulbuch mit dem Technologiesymbol gekennzeichnet sind,
stehen Dateien auf Mathematik anwenden HAK-Online zur Verfiigung, die zeigen, wie eine
mogliche Losung aussehen kann. Online-Codes im Losungsheft flihren direkt zu diesen
Dateien.

@ ggb  GeoGebra @ xls  Excel @ tns Tl Nspire

®  Die Figuren im Losungsheft sind meist verkleinert dargestellt, sodass aus ihnen keine
Langen entnommen werden kénnen.

B Das Losungsheft wurde mit grofier Sorgfalt erstellt. Sollten trotzdem Fehler passiert sein,
so bitten wir, dies dem Verlag (Osterreichischer Bundesverlag Schulbuch GmbH & Co. KG,
E-Mail: bbs@oebv.at) mitzuteilen. Wiinsche und Anregungen werden ebenfalls gerne
entgegengenommen.
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Logarithmen

Dekadischer und

a0 b -2 ¢ 2 d3z e2 f
a0 bo-1 ¢ 2 d3 e 17 f
2.0 bo-3 c1 d3 e 17 f
a. 158 d. 1,49 9. =036
b. 03 e =052 h. 1,05
. 161 f. 2,89 i 624
l.La. C b. B Il. a. C
[2], 2]

a

[z, 2]

[ ] ist falsch, weil 1g(0,0001) = Ig(10™4) =~ 4 ist.
[ ] ist richtig, weil In(e®) =3 ist.

a. 1g(0,00001) =Ig(10™°)=-5 c.

b. In(5)=In(e?=-3 d.

Weil a'=a ist, muss auch log,(a) =1 sein.
flir alle Zahlenb <0

fur alle Zahlenn=0

natiirlicher Logarithmus

-3 9.8 h 3
-2 9. 4 h. -3

m h -

1
-7 g. 2

134
k. 3,72
I -022

|| ist falsch, weil log,(64) = log,(4%) = 3 ist.

[ "1 ist richtig, weil Iogg(%) =log;3 ) =-4ist.
logs(125) = log;(5%) = 3
log,{35) =log,(2%) =-5

[ 21, denn 235 liegt zwischen 102=100 und 103 =1000.

|1, denn 0,00235 liegt zwischen 1073 und 1072

a. 10g, M =x & 100" =t & 10%=t & 2x= log,(t) & x=%log10(t) = 10g00(H) =%Iog10(t)

b. logg)=x & 8=t & 2% =t @ 3x=log,(t) & x=%|ogz(t) = Iogs(t)=%logz(t)

Siehe Schulbuch Seite 180.
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Rechenregeln fiir Logarithmen

a. lg(7)+31g(x) +5l1g(y) e.
b. In(5) + 2In(x) + In(y) f.
c. 1g(14) +3lg(a) +1g(b) + 41g(c) g-

d. In(3)+ 4In(@) +2In(b) +3In(c) h.

3(9(3) +71g(9 + 61g(y) + 219(2))
1(n© +51n() + 3In(y) + In(2))

2(19(2) +31g(a) + 21g(b) ~ 41g(c) ~ Ig(ch)
1) +5In(@) + In(b) = 7In(c) = 2 In(d))
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21lg(x) +1g(y) —31g(2)
31g(a) —2lg(b) —Ig(c)

110g,(4) + 10g,(8) — log,(16) =2 +3 - 4=-1

3lg(a) +21g(b) —4lg(c+d)

41g(x) +31g(y) =3lg(z +w)
719(a) +31g(b) — 3 1g(c + d)
%lg(X) +219() —31g(x) =§|9(X)
Sl9@ +419(@) - 71g@ =1g(a)

Erster Fehler im ersten Schritt: Ig({3x%y22) = %Ig(3x4y322)
Zweiter Fehler im zweiten Schritt: Die Klammer wurde vergessen.

Richtig ist:

lg(3x*y’22) = 319(3x*y*22) = 5(19(3) + Ig(x*) + Ig(y*) + Ig(z)) = 3 (1g3) + 41g(x) + 319(y) + 21g(2))

Ix -z VX
| [
9 Syz) g(W'Z)

4 2 .2 3, _
|g(“§'b) |g(vgx y)=| (V(Xf)(“y)
2 x—y X—y

C B
1g(100000) Ig(35)

Siehe Schulbuch Seite 180.
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Exponentialgleichungen

2,996 1167
1,956 1,651

C A
6,0259 30,9989
0,792 3,322
3,892 6,644

=lg(ix+y)

g ﬂ)=Ig(\/a—b)

Ya+b
]
l9(;75)
0,503 2,747
-2,554 1,320
11,2067 3,5599
5,334 48,281
-5,585 64,685

Der Fehler wurde beim Ubergang von der zweiten auf die dritte Zeile gemacht. Richtig ist:

1g(1000-0,4*~ 1) = 1g(50)
Ig(1000) + (x — 1) Ig(0,4) = 1g(50)

Der Fehler wurde beim Ubergang von der fiinften auf die sechste Zeile gemacht. Richtig ist:

_lg(12) _ 1,079

X= 9@ ~ 0,301

= 3,585

ca. 10,51 Jahre, also ca. 10 Jahre und 6 Monate
ca.13,72 Jahre, also ca. 13 Jahre und 8 Monate
ca. 28,07 Jahre, also ca. 28 Jahre und 1 Monat
ca. 21,67 Jahre, also ca. 21 Jahre und 8 Monate
3,78 5,51 3,95

8,53 10,98 20,15

14,27



@ ggb/tns -53,78; 0,58 4,33 1,79
® p6bk7z
@ ggb/tns Ja, die Berechnung ist richtig. x=0,79
wg4heéh
Siehe Schulbuch Seite 180.
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Zusammenfassende Aufgaben

5 -2 0 -4
ca.18 Jahre (17,96 Jahre)

Ig(a) + Ig(b) + Ig(c) In(6) + 3In(a) + 5In(b) 2In(2) +31n(x)
21g(a) 21g(u) —lg(v) %In(a)—%ln(b)
4In(x) +31n(y) 21g(@a) +Ig(b) —31g(c) — Ig(d)

, denn 100 liegt zwischen 2° = 64 und 2’ =128.

3,881 2,520 3,843 3,102
D C
lg(112,5) Ig(10)
C B
Der Fehler wurde beim Ubergang von der ersten auf die zweite Zeile gemacht. Richtig ist:
8-05"2=32
05" 2=4
Der Fehler wurde beim Ubergang von der fiinften auf die sechste Zeile gemacht. Richtig ist:
_1g(20)
21296
_ 1/'9(20) _
X= 5(—Ig(5) + 1) =1,431

, denn 1512 liegt zwischen 10 =1000 und 10* =10 000.
A D

2
Die Zerlegung ist nicht richtig. Richtig ist In(%) =In(x? + In(y) — In(Z®) = 2 In(x) + In(y) — 3In(2).
Die Zerlegung ist nicht richtig. Richtig ist Ig(a2b?) =%Ig(a2 b3) = %Ig(a) + %Ig(b).
in 6,2 Jahren
C A
Weil b%=1ist, ist log, (1) = log,(b%) = 0.

Fur alle Zahlen x>0 ist 1g(10*) = x - Ig(10) = x positiv.
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0,292

|1, denn 400 liegt zwischen 5% =125 und 5 = 625.

a. Ja, die Berechnung ist richtig.

2]

b. x=0,693
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Zins- und Zinseszinsrechnung

Zinseszinsrechnung

a.

b.

p

4,5

3,25

1,25

10

0,02

0,03

0,045

0,0325

0,0125

01

q

1,02

1,03

1,045

1,0325

1,0125

11

a. C
507,50€

a. 1002,50€
a. B
436,16 €

a. 129891€
[

592% p.a.
1,924% p.a.
9,051% p.a.

4683,96€
418742€

a. 1000€
a. C

3% = K,=8626,09€;015% = K,=992534€

b. A

b. 810€

b. 165571€

b. 500€

C.

C.

C.

5112,50€

2122,72€

800€

d. 654,88€

d. 192555€

d. 1000€

Die Aussage stimmt nicht, weil 0,15% ein 20stel von 3% ist, aber 9925,34 nicht das 20-Fache von

8626,09 ist.

a. 2026318€
a. 1002,05€

a. 3028,80€

a. 1512233 €
a. 3820430€
a. 137410,76 €

. 20266,66 €
. 1002,08€

b
b
b. 302916€
b. 15123,95€
b

. 38205,47€
b. 137418,46 €

a. 1.601710€; 11.6372,20€

a. C
a. 24,98€

b. B

b. 4081€

b.

1.6017,37€; 11.637314€
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E 30 1 praktische Verzinsung
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R5T theoretische Verzinsuiing
0 t t t t t t
0 60 120 180 240 300 360
Zeit in Tagen
Je gréf3er der Zinssatz ist, desto gréf3er ist der Unterschied. Zum Zeitpunkt 0 Tage und zum Zeit-
punkt 360 Tage liefern beide Methoden das gleiche Ergebnis, der Unterschied ist zum Zeitpunkt
180 Tage am grofiten.
R . . .
@ Link Siehe Mathematik anwenden HAK-Online.
rb6j3b
R . . .
@ ggb/xls die praktische Verzinsung
gg26yh

am Anfang und am Ende des Jahres
am 180. Tag des Bankjahres, also am 30. Juni

Zinsdifferenz zwischen praktischer und
theoretischer Verzinsung im Jahresverlauf
Az[€]
3--
251
2--
15+
']--

/ \
0,51/ Y

0 - - - - - y
0 60 120 180 240 300 360t

[d]
715723 €

6768,61€

21 Jahre, 1 Monat und 19 Tage

3 Jahre, 2 Monate und 15 Tage

C D

23 Jahre und 162 Tage 23 Jahre und 162 Tage 23 Jahre und 162 Tage
Dunja hat recht. Wenn sich ein Kapital K nach n Jahren verdoppelt hat, dann ist 2-K=K-q", daher
2=q" In(2)=n-In(g) und n =%.

Branko hat auch recht. Wenn sich ein Kapital K nach n Jahren verdreifacht hat, dann ist
3-K=K-qg",also 3=q",In(3)=n-In(g) und n =%.

Wenn ein Kapital K nach n Jahren auf das 5-Fache angewachsen ist, dann ist 5-K=K-q", also
5=q", In(5)=n-In(q) und n =%.

Siehe Schulbuch Seite 180.
Siehe Schulbuch Seite 180.
10
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2.2 Anwendungen im Bankwesen

94787€

5123,37€
11200,04€ 11200,45€
723541€ 723557€
B D

Zinsen: 24,62 €; KEST: 6,16 €
16,93 € 12,70€
Zinsen: 26,22 €; Guthaben: 1159,66€
Zinsen: 30,59 €; Guthaben:120794€
0,0375=3,75% p.a.
@ xls Unterschiede ergeben sich in der Berechnung der Tage bei 360 Tagen Bankjahr.

hb94x7
Luis hat nicht recht, er hat die 25% KEST nicht korrekt abgezogen. Korrekt wére

2,25%-0,75=1,6875% und somit 10000-1,6875% =168,75 €.
Endwert: 58027,04€; i 4=3,02%; i ,,, = 3%
Endwert: 12701,11€; i4=3,03%; i,,,.,, =3 %
Endwert: 5372,89€; i =2,43%; i, = 24%
Endwert: 9407,41€; i 4= 6,09%; i ,, = 6%
5380,28€
750,76 €
3476,29€
6499,60€

D C

2120% 2117 % 211 %
10 Jahre, 2 Monate und 26 Tage
10 Jahre und 27 Tage
4 Jahre, 3 Monate und 11 Tage
10 Jahre, 9 Monate und 1 Tag
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19,60 Jahre

grofs.

Zinsfufd p
0,5
1
1,5
2
2,5
3
3,5
4
4,5
5
5,5
6
6,5
7
75
8
8,5
9
9,5

10

19,43 Jahre
Alle vier Zinssatze entsprechen einem nominellen Jahreszinssatz von 3,6 % p.a. Bei monatlicher
Kapitalisierung verdoppelt sich das Kapital am schnellsten, der Unterschied ist allerdings nicht allzu

Verdoppelungszeit in Jahren

exakt Faustregel
138,98 140
69,66 70
46,56 46,67
35,00 35
28,07 28
23,45 23,33
20,15 20
17,67 17,5
15,75 15,56
14,21 14
12,95 12,73
11,90 11,67
11,01 10,77
10,24 10
9,58 9,33
9,01 8,75
8,50 8,24
8,04 7,78
7,64 737
727 7

ca. 56 Semester =28 Jahre

bei 3,53% p.s.

bei 2,51% p.q.

4263,55€
22187,71€

22213,07€

19,34 Jahre 19,28 Jahre

Die nach der Faustregel berechnete Zahl ist fiir
die untersuchten Zinsséatze ab einem Zinssatz
von 2% kleiner als die exakt berechnete.

bei ca. 4,375%

22226,04€ 2223480€

zurlickzuzahlender Betrag: 8490,91€; effektiver Jahreszinssatz: 6,136 % p.a.

Weil bereits unter dem Jahr Zinseszinsen anfallen.

i,=0,0198=198% p.q.; i, =0,00656=0,656% p.m.; i=0,0816=2816% p.a.

nicht dquivalent

p.a.
4%
5,06 %
2,52%
2,02%

dquivalent

p.s.
1,98%
2,5%
1,25%
1%

p.-qg.
0,99%

124%

2%

0,50%

nicht dquivalent

p.m.
033%
0,41%
021%
1

1%



ieff
0,0353
0,0428
0,0425
0,0614

q
1,0509
1,0932
1,0575
1,0506

i2
0,0175
0,0212
0,0210
0,0302

9
1,0252
1,0455
1,0283
1,025

4% p.a.<2% p.s.<1% p.q.

1,45% p.q.<3% p.s.<6,1% p.a.

0,0087
0,0105
0,0105
0,015

Yy
1,0125
1,0225
1,0141
1,0124

i12
0,0029
0,0035
0,0035
0,0050

SV
1,0041
1,00745
1,0047
1,0041

22%p.q.<915% p.a.<0,75% p.m.
0,6% p.m.<1,825% p.q.<3,75% p.s.

Die Schéatzung ist fiir den Monatszinssatz am schlechtesten, weil durch die 12-malige Verzinsung
der Zinseszins starker wirkt. Zum Beispiel fiir 3% p.s. ergibt sich ein jahrlicher Zinssatz von

1,032 —1=6,09%, aber fiir 0,5% p.m. ergibt sich ein Zinssatz von 1,005 — 1= 6,168 %.

Ja, weil bei hoherem Zinssatz der Zinseszinseffekt starker wirken kann. Zum Beispiel bei 0% p.a.
ergibt sich bei der Schatzung kein Fehler, bei 6% p.a. und einer Schatzung von 3% p.s. ergibt sich
ein relativer Fehler von 1,5% und bei 9% p.a. und 4,5% p.s. ergibt sich ein relativer Fehler von 2,2 %.

84312,20€
3,56 % p.a.

6043,91€
2,79% p.a.

Siehe Schulbuch Seite 180.

Siehe Schulbuch Seite 180.

Siehe Schulbuch Seite 180.

Siehe Schulbuch Seite 180.

Siehe Schulbuch Seite 180.

Siehe Schulbuch Seite 180.

Siehe Schulbuch Seite 180.

Zusammenfassende Aufgaben

8946,33€

2 Jahre und 196 Tage
102129,94 €

4,564% p.a.
25863,73€

3 Jahre, 8 Monate und 23 Tage

1124258 €
7265,79€

7198,72€

7612,81€ 4922,60€
113% p.a.

13
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28 Jahre und 4 Tage

50406,25€ 50403,96 €
13672,58€
Zinsen: 109,45 €; Guthaben: 8382,09€
4869,75€
ADBC
Zinsen: 83,53 €; Guthaben: 8012,65€
10250€
7 Jahre, 11 Monate und 8 Tage
9282,60€
28 Jahre und 4 Tage

p.a. p.S. p.Q.
2,45% 1,22% 0,61%
1,51% 0,75% 0,375%
3,02% 1,5% 0,75%
0,98% 0,49 % 0,24%
40226,94€ 4022517€
20764,24€ 1,26% p.a.
2125% p.a.
3072,70€
15% p.a. 15,7625% p.a.
11258,99€ 11270,92€ 1127496 €
11266,91€ 1M273,61€

p.m.
0,20%
012%
0,25%
0,0815%



3 Exponential- und Logarithmusfunktionen

3.1 Exponentialfunktionen

206 a. f(x)=3" b f60=(3) e (0 =15" d. fo=(1)
X f(x) X f(x) X f(x) X f(x)
1 4
) 5 -2 4 -2 6 -2 16
1 2
-1 3 -1 2 -1 £ -1 4
0 1 0 1 0 1 0 1
1 3 1 3 1 3 1 1
2 9 2 1 2 2 2 =
y y y y
1 \ \
of | \ 6 6 |6
/ \ \
A 4 4 4
4 0 4 X 4 0 4 X 4 - 0 4 X 4 0
207 a. X X y
-4 0,0625 ‘:’
-3 0,125 ’ /
-2 0,25 ° /
-1 0,5 °
0 1 :
1 2 °
2 4 2
3 8 _—
4 16 3 0 X
b T y
X (5) \\ 8
-4 &1 \ 7
-3 | 27 \ 6
-1 3 4
0 1 3
1 0,3333 2
2 0,111 1
3 0,037 : 5 o
4 0,0123 1




X gl y

4 1 i

-3 1 1

-2 1 i

-1 1 °T

0 1 Nl

1 1 7

2 1 il

3 1 NN ' NN

4 1 -A-é-z’-i_g__i 2 3 4 X

X

x o (3) it

-4 5,0625 7T

-3 3,375 6T

-2 2,25 5+

-1 1,5 4t

0 1 3t

1 0,6667 2t

2 0,4444 \
3 | 02963 S
4 0,1975 -1t

@ ggb/tns fira<1 flira=1
kgdy5t
Diein|t!,|”lund || dargestellten Funktionen haben negative Funktionswerte. Eine Exponential-

funktion hat nur positive Funktionswerte.

B C A D

a= %; c=3
a=2; c=1 a=3;c=2 a=5;c=3 a=2;c=—%
f(x)=3-2% f(x)=0,1-2% f(x)=1,5-0,2 f(x) =0,5%
X f(x) X f(x) X f(x) X f(x)
0 3 -4 0,00625 -3 1875 -2 4
1 6 -2 0,025 -1 75 0 1
2 12 1 0,2 0 1,5 2 0,25
3 24 3 0,8 1 0,3 3 0,125
4 48 4 1,6 3 0,012 4 0,0625

, weil f(3)=1-2>=8 und f(-1) =1-27" =7 ist.
,weil f(-3)=3-(3)]°=3-22=24 und f(1) =3-(1) =3 ist.
,weil f(-3)=3-2> =24 und f(1)=3-271 =3 ist.

7

zum Beispiel:
streng monoton wachsend: f mit f(x) =1,5%, g mit g(x) = 2,7*, h mit h(x) =10*
streng monoton fallend: f mit f(x) = 0,5%, g mit g(x) = 0,7%, h mit h(x) = 0,1*

16
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C

D

und |21, weil f eine streng monoton wachsende Funktion ist und daher fir alle x aus [2; 3] die

Funktionswerte f(x) im Intervall [f(2); f(3)], also im Intervall [2%; 2°] =[4; 8] liegen.

Es gibt keine reelle Zahl, deren Quadrat -2 ist. Daher Lst (—2)% nicht definiert. Ebenso gibt es keine
reelle Zahl, deren 4. Potenz -2 ist, daher ist auch (- 2)4 nicht definiert. Vermutung: Wenn a eine un-
gerade ganze Zahl, b eine grade ganze Zahl =0 ist, und a und b keine gemeinsamen Teiler haben,

dann ist (- 2)% nicht definiert.

um 25% um 6,09 %
um 4,04 % um 200 %
um 10% um 36,39%
um 75% um 271%
a=11 a=117
b=0,97 b=0,85
y exp exp,
4 +
3 4
2 +
/
3 -2 1 0 1 2 3 X

um 41,42%
um 2375%

um 20%
um 25%

a=1,002
b=0,992

a=1,005
b=0,995

Fir x < 0 verlduft der Graph von exp oberhalb des Graphen von exp, und unterhalb des Graphen von
exp,. Fur x>0 verlduft der Graph von exp oberhalb des Graphen von exp, und unterhalb des Graphen

von exp;.

£(%)
0,050
0,135
0,368
1,000
2,718
7,389
20,086

£(%)
0,050
0,135
0,368
1,000
2,718
7,389
20,086

9(x)
20,086
7,389
2,718
1,000
0,368
0,135
0,050

h(x)
3,050
3,135
3,368
4,000
5,718
10,389
23,086

17



Aufgaben 230-232

X f(x) i)
-3 0,050 0,007
-2 0,135 0,018
-1 0,368 0,050

0 1,000 0135
1 2,718 0,368
2 7,389 1,000
3 20,086 2,718

X f(x) k(x)
-3 0,050 0,025
-2 0,135 0,068
-1 0,368 0,184

0 1,000 0,500
1 2,718 1,359
2 7,389 3,695
3 20,086 10,043

Ut
12+

.
NS
.
_
1 ey
TOI\N & R D

12 3X

231 A—gelb und C— griin, weil beide Funktionen mit k>0
streng monoton wachsend sind und A mit k=10,3
weniger stark wéachst als C mit k= 3.
B —rot und D — blau, weil beide Funktionen mit k<0
streng monoton fallend sind und B mit k=-2
schneller féllt als D mit k=-0,4.

232 a. b. c. d.

X e™* 2e7* X e* | e*+1 X e* | e*+3 X e %e'X—Z
-2 739 | 14,78 -2 739 8,39 739 | 10,39 -2 739 1,69
-1 2,72 5,44 -1 2,72 3,72 2,72 5,72 -1 272 | -0,64

0 1 2 0 1 2 1 4 0 1 -1,5

11 037 0,74 11 037 1,37 0,37 3,37 1 037 | -182

2 014 0,27 2| 014 114 0,14 314 2| 014 | -193

3| 0,05 0,1 3| 0,05 1,05 0,05 3,05 3 0,05 | -198

4 | 0,02 0,04 4 | 0,02 1,02 0,02 3,02 4 0,02 | -199
f f fy Y

6--
< i 4
N = _X !

f i } ° f ¥ — f ¥ — f ¥ —

-2 2 6 X -2 2 6 X 20 2 4 66X 2N\ 2 4 6X
-2+ _2.;

18




233
235
236
237
238

240

241
242

244
245
246
247
248
249
250
251
252

3.2

253

Aufgaben 233-253

[2], [2]
a. f(x)=25-125% b. f(x)=%-’l6" c. f(x)=27-243* d. f(x)=9-3*
. f=4"T=4-64% b f()=3*"T"=3-9 o f=25 =364 d. f(x)=8"1=8-2*

a. D bh. C

a. e c. a e. C g. .f:

b. a d. b £ d h. b

a. f(X) — e0,693x C. f(X) — e0,039x e. f(X) —e 0,357x
b. f(X) — e1,740x d. f(X) — e0,007>< f f(X) —a 0,020x

a. A b. B

Nein, Christoph hat die Aufgabe nicht richtig geldst. 9* und 3 darf nicht gekirzt werden. Richtig ist
9=¢"® also ist f(x) = % -en®rx

a. fx)=7389" b. f(x)=0,449" c. f(x)=1,649% d. f(x)=0,050% e. f(x)=2,858" f. f(x)=0,368"
a. D b. C

Ja, die Umformung ist korrekt. Es ist e* =~ 0,0183, daher ist f(x) = e **=0,0183".

f mit f) = (3] = e706™

Siehe Schulbuch Seite 180.

Siehe Schulbuch Seite 180.

Siehe Schulbuch Seite 180.

Siehe Schulbuch Seite 180.

Siehe Schulbuch Seite 180.

Logarithmusfunktionen

X 2%
-3 0,125
-25 01768
-2 0,25
-15 0,3536
-1 0,5
-0,5 0,7071

0 1
0,5 14142
1 2
15 28284
2 4
25 5,6569
3 8

19



Aufgaben 254-256

254 X 0,5*
-3 8
-25 5,6569
-2 4
-15 2,8284
-1 2
-05 1,4142
0 1
0,5 0,707
1 05
15 0,3536
2 0,25
25 01768
3 0,125
255 a. c

A |
AR
+ at

256 a. fmitf(x)= ( Umkehrfunktion: " mit f'(x) = log,(x)

3
b. gmitg(x) = (%) Umkehrfunktion: g™ mit g™'(x) = l0g,(x)
3
c. hmith(x) =(%) Umkehrfunktion: h™ mit h™(x) = l0g,(x)
N

d. imitix) = (%) ; Umkehrfunktion: i mit i”'(x) = log,(x)
3

20



R
ggb/tns

u9ph2z

X Ig(x) I

0,5 -03 |

1 0

2 0,30 2077 2 3 X

3 0,48 '1‘/

4 0,60 27

X In(x) 2y

0,5 -0,69 |

1 0 /

2 0,69 A0 /1 2 3 4%

3 110 1/

4 1,39 -21

X log,(x) 2y

0,5 -0,5 1

1 0 /

2 0,50 G0/ 3 5 4x

3 0,79 1/

4 1,00 -2

X Iog%(x) 2y

0,5 1 1__\

1 0 | ——

2 -1 19 12\4 X

3 -1,58 Ll

4 -2
X f1(X) fz(X) fg(x) y
0,5 -0,301 -0,602 0 2
1 0 ~0,301 0,301 ] f;
15 0,176 -0,125 0,477 , T
2 0,301 0 0,602 10 2 3 4 5 X
25 0,398 0,097 0,699 7
3 0,477 0,176 0,778 -2
3,5 0,544 0,243 0,845 3
4 0,602 0,301 0,903

45 0,653 0,352 0,954

5 0,699 0,398 1

Fur alle positiven reellen Zahlen a, b ist Ig(ab) = Ig(a) + Ig(b). Daher gilt fiir alle positiven Zahlen
x: £,00 = lg(x) + Ig(%) =1,(x) —1g(2) und £5(x) = Ig(x) + 19(2) =,(x) + 1g(2).

Daher erhalten wir den Graphen von f, bzw. f;, indem wir den Graphen von f, um -1g(2)

bzw. +1g(2) entlang der y-Achse verschieben.

21



X 9,0 9,(0) 950 Y
0,5 0,301 0,602 0 37
1 0 0,301 -0,602 21

15 -0,176 0,125 -0,954 1_&

2 -0,301 0 -1,204 ‘ | | | |
2,5 -0,398 -0,097 -1,398 O N\ ——x
3 -0,477 -0,176 -1,556 At \91
35 —-0,544 -0,243 -1,690 ol 9,

4 -0,602 -0,301 -1,806
4,5 -0,653 -0,352 -1,908
5 -0,699 -0,398 -2

Fur alle positiven reellen Zahlen a, b ist Ig(ab) =1g(a) + Ig(b) und Ig(%) =lg(a) —lg(b).

Daher gilt fiir alle positiven Zahlen x: g,(x) = Ig(%) +19(2) = g,(0) +19(2) und

9500 =2-Ig(%) +2+1g(3) =2-9,60 — 2-Ig(2).

Daher erhalten wir den Graphen von g,, indem wir den Graphen von g, um +1g(2) entlang
der y-Achse verschieben. Den Graphen von g, erhalten wir, indem wir den Graphen von 2- g,
um —2-1g(2) entlang der y-Achse verschieben.

X h,(x) h,(x) hy(x) y
0,5 0,693 0,693 0 1
1 0 0 0,693
1,5 0,405 -0,405 1,099
2 0,693 -0,693 1,386 |
2,5 0,916 -0,916 1,609 1
3 1,099 -1,099 1,792
3,5 1,253 -1,253 1,946
4 1,386 -1,386 2,079
45 1,504 -1,504 2197
5 1,609 -1,609 2303

Fiir alle positiven reellen Zahlen a, b ist In(ab) = In(a) + In(b) und In(§ ) = In(a) — In(b).

Daher gilt fiir alle positiven Zahlen x: h,(x) = In(%) =-f,(x) und h5(x) = In(2) + h,(x).

Daher erhalten wir den Graphen von h,, indem wir den Graphen von h,; an der x-Achse spiegeln.
Den Graphen von h, erhalten wir, indem wir den Graphen von f, um In(2) entlang der y-Achse
verschieben.

X i4(X) i,(X) i5(X) y
0,5 -0,693 -2,693 -1,386 37
1 0 -2 0 2+
1,5 0,405 -1,595 0,811 i
2 0,693 -1,307 1,386
25 0,916 ~1,084 1,833 0 X
3 1,099 ~0,901 2197 -1t
3,5 1,253 -0,747 2,506 ]
4 1,386 -0,614 2,773 -3
45 1,504 -0,496 3,008
5 1,609 -0,391 3,219

Den Graphen von i, erhalten wir, indem wir den Graphen von i, entlang der y-Achse um -2
verschieben. Den Graphen von i; erhalten wir, indem wir jeden Punkt (a | b) des Graphen von i,
durch (al2b) ersetzen.



Der Graph der Funktion f in ist monoton wachsend, schneidet die x-Achse in (110), f(22) = 2-f(2)
und f(%) =-f(2). Daher kénnte f eine Logarithmusfunktion sein.

Der Graph der Funktion in | = | schneidet die y-Achse, daher kann er nicht Graph einer Logarithmus-
funktion sein.

Die Funktion g, deren Graph in | ¢ | gezeichnet ist, kann keine Logarithmusfunktion sein, weil
9(29)>2-g(2) ist.

Der Graph der Funktion h in ist monoton fallend, schneidet die x-Achse in (110), h(2%) =2-h(2)
und h(%) =-h(2). Daher kdnnte h eine Logarithmusfunktion sein.

Der Graph der Funktion f ist streng monoton wachsend und
weniger ,steil” als der Graph der Funktion Exponentialfunktion
X = eX

Die Umkehrfunktion von fist g: R* = R, x = 2In(x).

R
ggb/tns

Wegen f(x) = In(%) =1n(1) — In(x) = -In(x) (fir alle positiven reellen

y
sbhsdn 41 Zahlen x) ist f(x) = - g(x). Den Graphen von f erhalten wir durch
; Spiegeln des Graphen von g an der x-Achse.
1..
,,'7 -
19
.2.
.3.
.4..

Die Graphen der Umkehrfunktionen erhélt man, indem man die
Graphen der Funktionen an der 1. Mediane (das ist die Gerade
durch (010) und (111)) spiegelt.

Ist eine Exponentialfunktion f mit f(x) = a* streng monoton wachsend (d.h. a >1), dann ist auch ihre
Umkehrfunktion streng monoton wachsend. Ebenso gilt, wenn eine Exponentialfunktion streng
monoton fallend ist (d.h. 0 <a <), dann ist auch ihre Umkehrfunktion streng monoton fallend.
Daher haben zum Beispiel die Funktionen f, g, h mit f(x) = 2¥, g(x) = 3%, h(x) =1,5* streng monoton
wachsende Umkehrfunktionen und die Funktionen a, b, ¢ mit a(x) = (%)X b(x) = (%)X c(x)= (%)x streng
monoton fallende Umkehrfunktionen.

Siehe Schulbuch Seite 180.
Siehe Schulbuch Seite 180.
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3.3 Wachstums- und Abnahmeprozesse

N mit N(t) =1250-t
Nmit N(t)=20+5-t
N mit N(t)=1,5+0,25-t 14 Tage

N(t)=47360 +320-t
164160 km
nach 164,5 Tagen, also im Laufe des 165. Tages dieses Jahres

N(t)=50+%-t um 11:56 Uhr um 10:20 Uhr
1,5cm h mit h(t) =160 —1,5t 149,5cm
60 Stlick N mit N(t) = 2400 — 60t nach 8 Tagen

E mit E(t) =12-1,025

nach 5 Jahren: 13,577 Mio. Einwohner/innen; nach 7,5 Jahren: 14,441 Mio. Einwohner/innen;

nach 20 Jahren: 19,66 Mio. Einwohner/innen

11,422 Einwohner/innen

6,35-10" Einwohner/innen. Fiir diesen Zeitraum liefert das Modell kein sinnvolles Ergebnis mehr.

K mit K(t) =18000-1,0075"

18685,20€

nach 14,1 Jahren

Diese Annahme ist nicht sinnvoll, da die Zinssatze schwanken, besonders fiir lange Zeitrdume ist
diese Annahme daher nicht sinnvoll.

B mit B(t) =10000-1,5¢

in 5 Stunden: 75938 Bakterien; in 8 Stunden: 256 289 Bakterien
vor 3 Stunden: 2963 Bakterien

in 9,65 Stunden

B mit B(t) =10000-1,75¢
in 2 Stunden: 30625 Bakterien; in 4 Stunden: 93789 Bakterien
vor 0,5 Stunden: 7559 Bakterien

V mit V(t) =1400-1,25 ca. 13040 Viren nach ca. 28,5 Stunden
ca.18 min ca.133 min

N mit N(t) = 0,3 25
0,42 Mrd. €
N(14) =1,51 Mrd.€; Das Modell unterschatzt die tatsachliche Entwicklung.

N(t) = 42- 250

59,49

1,8-10"g; Dieses Ergebnis ist nicht realistisch, die Hefe wiirde, zum Beispiel wegen Nahrungs-
mangel, aufhdren zu wachsen.

1,03% 2118 992 Mrd. Menschen
Das Modell ist fuir lange Zeitrdume nicht realistisch, da die Nahrungsmittelressourcen fuir zum
Beispiel 992 Mrd. Menschen nicht reichen.
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E mit E(t) = 20-1,1°
am 12.Tag
Am 45.Tag musste Elias dann mehr als 24 Stunden laufen, ein Tag hat aber nur 24 Stunden.

f mit f(t) = 4-1,079"

Bereits in knapp 3 Jahren, also 2017, sollten der Prognose entsprechend tiber 5 Mio. Menschen im
Oman leben.

In ca. 9 Jahren nach 2014, also im Jahr 2023, sollte (wenn sich die Prognosen bewahrheiten) eine
Verdopplung auf 8 Mio. Menschen erfolgt sein.

f mit f(t) =2400-1,03"

nach 8 Jahren

Die Gehalter wiirden sich in ca. 23 Jahren verdoppeln. Aus unternehmerischer Sicht wird die
Erhchung wohl vom wirtschaftlichen Erfolg des Betriebs abhdngen und daher nicht jedes Jahr
gleich sein.

3552586 = 3,6 Mio. Einwohner/innen 5258696 = 5,3 Mio. Einwohner/innen
3,48—3,63 Mio. Einwohner/innen 5,15—5,37Mio. Einwohner/innen
3,39-3,73 Mio. Einwohner/innen 4,78—5,79 Mio. Einwohner/innen
Wachstumsfaktor Wachstumsfaktor
3,31—3,80 Mio. Einwohner/innen 4,68—5,91Mio. Einwohner/innen
=231 T=64 T~16783 =9
0,00043 nach 2142 Jahren
nach 18,6 Tagen 7,43 % der Ausgangsmenge 8,3%
nach 8,95 Jahren 63,84 % der Ausgangsmenge 2,46%

ca. 159453 Jahre
vor 17,6 Jahren bis zu 52,8 Jahre
ca. 14275 Jahre ca. 38335 Jahre
ca.17650 Jahre

ca. 40 Stunden

f(t) =100-0,93¢ 67,09%
6cm 1,6cm nach 113s
1
c=1013; a=3)5® = 0999874 628 mbar 1068 mbar

Die Funktion f ist auf R* monoton wachsend, ihr Graph nahert sich der Geraden durch (01K), die
parallel zur x-Achse ist, aber erreicht sie nie.

Je kleiner c und a (mit 0 <a <1) sind, desto schneller wéachst die Funktion. Der Graph ist fiir kleine
Argumente ,steil” und wird dann immer ,flacher”.

Je grofer K ist, desto gréRer werden die Funktionswerte fiir grofie Argumente. Je ndher a bei 1 ist,
desto langsamer verlauft das Wachstum. Je gréfier c ist, desto niedriger ist der Anfangswert N(0).

logistisches Wachstum lineares Wachstum lineares Wachstum
lineares Wachstum exponentielles Wachstum beschranktes Wachstum

25



exponentielles Wachstum beschrénktes Wachstum
logistisches Wachstum exponentielle Abnahme

beschranktes Wachstum, Kapazitatsgrenze: U,
exponentielle Abnahme

beschranktes Wachstum, Kapazitatsgrenze: T,
logistisches Wachstum, Kapazitatsgrenze: K

g-) %0 -\
C
5201 !

0 2 4 6 8 10 12
tin Stunden

36°C
9,85h
423h

beschranktes Wachstum, N mit N(t) = 600'(1 —%-(—)t)

800
1+7-0,2¢

logistisches Wachstum, N mit N(t) =

400
1+7-0,2°

logistisches Wachstum, N mit N(t) =
beschranktes Wachstum, N mit N(t) =1000-(1—0,8-0,6%)

N mit N(t) = 535+(1- (352 )
231 Sticker
Nach ca. 145 Tagen hatte Anda 145-2 =290 Packungen um insgesamt 174 € gekauft.

N mit N(t) = 420-(1— (7))

ca. 149 Sticker

70 Einkdufe

Eher nicht. Bei 70 Einkdufen waren das pro Woche ca. 6 Einkdufe, Frau Mller misste daher
taglich einkaufen gehen.

0 t t t t t t
0 5 10 15 20 25 30
Zeit in Tagen
1,46cm
20cm

8,02 Tage



N mit N(t) =100-(1- (5]
ca. 37 Uberraschungen
Nein, dafiir misste sie die Grofimutter ca. 75-mal besuchen, was sich in einem Jahr bei einem

Besuch pro Woche nicht ausgeht.

K=150; c=1; a=0,82; N(t) =150-(1— 0,825

50 Zeitschriften

386€

10,6 Tage

Man berechnet die Differenz der Zeitschriften, die er bis zum n-ten Tag verkauft hat und den
Zeitschriften, die er bis zum Tag davor verkauft hat, also N(n) — N(n —1).

Da die Anzahl der Fische am Anfang exponentiell wachst, aber es eine Kapazitdtsgrenze gibt, ist
das Wachstum voraussichtlich logistisch.

2000
N =—7n
1+9-(15)
321 Fische
1400 . .
O =—""""38¢ ca. 281 Einwohner/innen ca. 28 Tage
1+165-(22]
_ 2000
ft) = 1+199-0,4975"
2000
c
316001
&
51200+
5
£ 800
S 4001
£
0

0 4 8 122 16 20
Zeit in Stunden
283 Personen
ca. 75 Stunden
alle Personen
Zum Beispiel, dass sich Nachrichten zwischen verschiedenen Gruppen der Schulgemeinschaft
(Lehrpersonen, Klassen ...) ebenso verbreiten wie innerhalb dieser Gruppen. Oder, dass sich das
Geriicht in den Nachtstunden ebenso rasch verbreitet wie am Tag.

f(t) = 100

RN

0 4 8 12 16 20
Zeit in Tagen

18,66 %

nach ca. 7,45 Tagen
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nach ca. 20 Tagen
Nein, weil es vermutlich bald ein aktives Virenschutzprogramm dagegen gibt.

N, (£)=10-1,2¢

exp
8000

Nlog(t) = 1997\t

1+799-(15%2)

8000+ N

o
36000+

‘= 4000+

aninci

7
2000+

0 - - - - - - -
0 10 20 30 40 50 60 70
Monate

nach ca. 30 Monaten

_ 600000
ft) = 1+599-0,317"

700000+
600000
£5000001
5400000+
5300000+
200000+
100000+

Monate

600000 werden nie erreicht, aber nach 10 Monaten sind es bereits 596 340 Kund/innen.

f(t) = 600000-(1—252-0,984¢

7000001
600000
£ 5000001
8400000
5300000+
200000+
100000+,

0 } } } } t }
0 50 100 150 200 250 300
Monate

600000 werden nie erreicht, aber nach 250 Monaten sind es bereits 589 378 Kund/innen.
Siehe Schulbuch Seite 181.
Siehe Schulbuch Seite 181.
Siehe Schulbuch Seite 181.
Siehe Schulbuch Seite 181.
Siehe Schulbuch Seite 181.



Zusammenfassende Aufgaben

6,87-10" Bakterien
ca. 13 Stunden und 17 Minuten

A mit A(t) = 500000-1,05" und B mit B(t) = 400000-1,09"

1500000 T
1250000

£ 1000000
© 750000 T
£ 500000
250000 T

€

B

0 t t t t t t t t t t
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zeit in Jahren
ca. nach 6 Jahren
nach genau 5,97 Jahren
Nein, weil das Umsatzwachstum der beiden Firmen eine Kapazitdtsgrenze hat.

f mit f(t) = 0,88 (Nennwert des Wagens: 1)

Wert des PKW

0 t t t t t t t
0 2 4 6 8 10 12 14
tin Jahren
5,4 Jahre
27,85%
f
1 2t

Den Graphen von g erhélt man, indem man den von f an der y-Achse spiegelt.
Der Graph von f ist monoton wachsend, der von g monoton fallend.
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27min
zum Beispiel flir Graz (260000 Einwohner/innen): 21min

0 I T S S B B S
002040608 112141618 2
Einwohnerzahl in Mio.

a=0,5882; c=319999 21Tage
ca.0,79% 581,3 Tage

ist falsch, ein Gegenbeispiel ist 0,5 1=2>1.

ist richtig. Fiir a > 1 ist a* streng monoton wachsend. Fiir t =0 ist a® =1, daher muss fiir t < 0 auch
at<1sein.

ist richtig, denn es ist a'=a a*a'”S.Wenn s <tist, istt—s=>0, also

exp,(s)=a’< at= exp,(t), wenn a=>1ist.

ist falsch, denn | ©| und | "I kdnnen nicht beide gleichzeitig richtig sein.

s+(t—s) —

R mit R(t) =0,1*=10"" (R(t) ... Restmenge der Erstfiillung nach t Fiillungen in Prozent)

o000

O N B> O 00

o 4

Anteil der 1.Fillung

12 3 4
Anzahl der Auffillungen

fast nichts mehr,1078%=10""
nach 3 Fillungen

x G
-3 64,000
-2 16,000
-1 4,000
0 1,000
1 0,250 1“
2 0,063 N
3 0,016 3210 12 3%
918018,40€ nach 6,5 Jahren
093¢ ca. 38 Tage um 16,7 %



Aufgabe 347

347 a fo=700-(2f

b. ca.5,6 Millionen Personen (f(9) = 5597551)
c. ca.8 Wochen und 2 Tage (t=7,275)

_ 4500000
d.y® = 1+642757-0,3683

e. 2,5 Millionen Personen (y(9) = 2498 024)
f. ca.12 Wochen (t=10,98)

5000000+
4000000+
3000000+
2000000+

Anzahl der Personen

1000000+

0 } t } t } } } }
0 2 4 6 8 10 12 14 16
Zeit in Wochen

ab der 8. Woche

Was habe ich in diesem Semester gelernt? — 5. Semester
Die Losungen zu den Aufgaben 348—381 sind im Schulbuch auf den Seiten 181-182 zu finden.
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41

383
384
386

387
389
390
391

393
394
395
396
397

4.2

399
400
401
402
403

Rentenrechnung und Schuldtilgung

Zahlungsstrome

a. Freitag b. Samstag c. 186€

a. im5., 7. und 12. Monat h. 21,56€

a. b.

-€8.000 €3.EOO €3.000 €3.000 €8.000 -€3.000 -€3.(100 -€3.000
L IR N B

a. Sicht des Kreditnehmers b. Sicht der Bank

a. 1035710€ b. 10069,69€

a. 10602,27€ b. 10289,77€

€E100 €8¢00 €8100 €2100 €8fO

0 1 2 3 4 5 6 7

Jahre
a. 4246,39€ b. 4183,58€
1955,03€
a. Barwert: 2245,84€; Endwert: 2654,50€ b. Man erhélt den Endwert.

Siehe Schulbuch Seite 183.
Siehe Schulbuch Seite 183.
Siehe Schulbuch Seite 183.

Grundlagen der Rentenrechnung

a. 12,58 b. 20,16 c. 19,03
a. 12,49 b. 1414 c. 1943
a. B b. C

29001,66€

a. Zundchst wird 5000 herausgehoben und man erhalt
E=5000-(1,01+1,01° + ... +1,01? +1,01+1).

d. 673
d. 715

Wir bezeichnen die Summe in der Klammer mit s,, also s,=1,016+1,01° + ... + 1,01 +1,01 +1.

$,°1,01=1,01"+1,01%+ ... +1,01 +1,01

$,:1,01=s,= (1,017 +1,01%+ ... + 1,01 +1,00) = (1,01° +1,01° + ... + 1,01 + 1,01 + 1) =1,01" =1

s,-(1,01=1=1,017"-1 |+ (1,01-1)

1,07 -1
7T A0

Also ist 1071
E=5000-s,=5000- 1’01_1.
h. 3606767€
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dcém5n

18 446744 073709551615 =18 Trillionen 446 Billiarden 744 Billionen 73 Milliarden 709 Millionen
551 Tausend 615

184467440737 m> =184,467km>

5692,5m=5,7km

keine Jahresrente, da die Zahlungen nicht gleich hoch sind
Jahresrente mit 10 Jahren Laufzeit und Rate 100€

keine Jahresrente, da die Zahlungen nicht jedes Jahr stattfinden
Jahresrente mit 5 Jahren Laufzeit und Rate 2000€

Endwert: 988714 €; Barwert: 7927,61€
31371,42€
Endwert: 22707,24€; Barwert: 15926,41€

4301,33€ 18351,36€ 17783 11€ 4716,25€
4406919€ 35471,57€ 567290€
41645,47€ 39290,76 €
16103,37€
17094,74 € 83506,77€ 341966,89€ 532833,70€
86503,87€
18997,79€
8008,74€ 1251813 € 512916 € 4880,41€

Endwert: 383137,62€; Barwert: 24592146 €
Endwert: 493450,56€; Barwert: 205899,68 €
Der kleinere Zinssatz flihrt zum hoheren Barwert, der gréfiere Zinssatz zum héheren Endwert.

Da die Zahlungen jeweils am Jahresbeginn erfolgen, liegt jede der vorschiissigen Raten ein Jahr l&n-
ger auf dem Konto als die entsprechende nachschiissige Rate.

n_1 n—1
Da fiir die vorschissige Rente E, ., =R-q -C;j ist und fiir die nachschussige Rente E_ = R-c;j ist,

vVor

ist E .., =q - Der Endwert der vorschiissigen Rente muss durch den Aufzinsungsfaktor dividiert

werden, um den Endwert der nachschiissigen Rente zu erhalten.

1680,05€
3630,33€
66168,07€ 60849,82€
15 Jahre, 6 Monate und 11 Tage 14 Jahre, 6 Monate und 17 Tage
177526 € 1846,27€
2,61%
28504,99€
80er Jahre: 13206,78 €; 2015: 10476,00€ um 20,68 %
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B=R+R-q"+R-q?+...+R-q " 2+R-q" V=
=R+R-(@N+R(qV+ ... +R(q )" ?+R- (@) "=

=R+R-v+R-V?+ ... +R-V"2+R-v" '=R-(1+v+Vv2+ ...+v”’2+v”’“)=R-‘Cf]1
. bl
6 1 2 /\/ n-2 n?—’l n

B=R-q'1+R-q'2+...+R-q’(”_1)+R-q'”=R-(q'1)+R-(q'1)2+...+R'(q'1)”_1+R'(q_1)“=

v =1
v—1

=R-v+R-V2+ .. +R V" T+ R-V'=R-v-(1+v+ ... +V' "2+ ) =R.y-

B=22611,99€
S S S S S

2 2 & &
I B R
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
B B, i i ; 1ahre
E=6453,73€

S8 S
R I T I D
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

: i § : : E E

Endwert: 51400,14€; Barwert: 34540,08€
Endwert: 100104,66 €; Barwert: 52202,39€
Endwert: 16 202,08 €; Barwert: 1394787€

Endwert: 21959,06 €; Barwert: 13715,57€
Endwert: 22543,73 €; Barwert: 19625,68€
Endwert: 116 079,58 €; Barwert: 58 337,64 €

Endwert: 6418,70€; Barwert: 5604,52 €
Endwert: 10589,46€; Barwert: 8856,89€
Endwert: 27931,03€; Barwert: 2406726 €
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Endwert: 101533,40€; Barwert: 79196,92 €
Endwert: 47492,79€; Barwert: 39695,97€
Endwert: 17013,91€; Barwert: 14792,69€

847551€
381216 € 659781€

558,70 €

Die 2000+, die Gregor schon heute besitzt, bringen ihm in den ndchsten 2 Jahren ebenfalls
Zinsen ein. Daher ist zundchst der Endwert dieser 2000 € zu bestimmen. Der Betrag, der dann
noch auf die 14 000 € fehlt, ist durch 24 vorschiissige Monatsraten anzusparen. Die Hohe dieser
Raten ist 472,04 €.

12738516 €

Die Prasentation kénnte unter anderem folgende Grafik enthalten:

12000
10000
° 8000
D 60001
4000
20001

0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
0 40 80 120 160 200 240
Monate

406,57€ 1224,48€
5990,81€
5781€

101,79€

Da der monatliche Zinssatz etwas geringer ausfallt, wenn der gegebene Zinssatz der Effektiv-
zinssatz ist, missen die Raten im Gegenzug etwas hoher sein, um auf denselben Endwert zu
kommen. In diesem Fall wéaren die Monatsraten um 0,01€ hoher.

137,65€
139,25 €. Georg misste ohne Zinsen monatlich um 1,60€ mehr zahlen. Er erhdlt von der Bank in
diesem Zeitraum daher insgesamt 12-1,60€ = 57,60 € Zinsen.

Den maximalen Endwert, den Martin erzielen kann, erreicht er bei einem Zinssatz von
2,5%-0,75=1,875% p.a. nach KEST. Er betragt 3141,30€. Den minimalen Endwert erzielt er bei einem
Zinssatz von 0,5%-0,75=0,375% p.a. nach KEST. Er betrdgt 3027,77€. Daher kann Martin damit rech-
nen, einen Endwert zwischen 3027,77€ und 3141,30€ zu erhalten.

65868,95€
6824,57€
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Valentina wollte herausfinden, wie lange sie von ihrem angelegten Geld monatlich vorschiissig einen
Betrag von 4000 <€ beziehen kann. Die KEST von 25 % hat sie dabei beriicksichtigt. Da n in diesem
Zusammenhang der Anzahl der Monate entspricht, erhalt sie nach Division durch 12 die Anzahl der
Jahre. Sie kann daher 35 Jahre lang von diesem Geld monatlich vorschiissig 4 000 € abheben.

41889,49€ 4952,61€
4458,48€ 79,37€ 4340,35€ 76,02€
85302,03€

Der Barwert einer 10jéhrigen nachschissigen Jahresrente von 10000 € bei 3% p.a. betrdgt
85302,03 €. Um diese Rente beziehen zu kénnen, miissen also zu Beginn mindestens 85302,03€
angelegt werden.

11954,75€ 12950,46 €
2179,33€
613,89€
-€350.000 R-----4120 vorschissige Monatsraten----~R

¢ ¢

01 2 3 45 6 7 8 910 M1M12 13 14 15 16 17 18 19 20

Jahre
3987,37€
290,76 €
1380,09€
635513€ 3150,00€ 156817€ 521,21€
6160,46 € 3083,40€
302233,37€
2225,02€
346599,01€ 224204,21€ Fur die ewige Rente sind um 122394,80€ mehr erforderlich.
2486,76 € 4388,95€ 6124,95€
960,86 € 896,57€
37525,31€
175,84 € 3992,96 €
1465,50€
Die Berechnung der nachschiissigen Rate unterscheidet sich von der Berechnung der

vorschiissigen Rate nur dadurch, dass K;-g" durch (2—:11) dividiert wird und nicht durch (q -%).

Die nachschissige Rate ist demnach um den Faktor g groRer. Da g = 4\/1,02152 =1,01069 ist, ist die
nachschissige Rate um 1,069 % héher. Diesen Prozentsatz wiirde man auch erhalten, wenn man
die nachschissige Rate direkt berechnet und anschliefRend mit der vorschiissigen Rate vergleicht.

ca. 16 Jahre (191,55 Monate)
40 Raten
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Nein, allein die Zinsen fiir den ersten Monat betragen 1222,23€ und sind somit groRer als die Rate.

Die Schulden werden immer grofier.

Nein, denn die Zinsen im ersten Monat betragen bereits 1052,33 €.

a1
q-1
R-@"=N=Ky-q"-(a =1
R-q"—R=Kqs-q"(q="
R-q"—K,-q"-(@—1=R
9" (R=Ky-(@=1)=R

R
n_
4 TR=K, (a1

n-In(q) = In(m)

n= In(m) 1 In(q)

R =K, q"

91 Vollraten 286,19€
81 Vollraten 18,36 €
124 Vollraten; Teilrate: 873,62€

32 Vollraten; Teilrate: 3869,96

23-mal 820,77€
137 Vollraten 75,07€
118 Vollraten 761,09€

54 Jahre und 8 Monate; Teilrate: 829,55 €
308 Vollraten; Teilrate: 177,59 €
167 Vollraten; Teilrate: 597,08 €
Siehe Schulbuch Seite 183.
Siehe Schulbuch Seite 183.
Siehe Schulbuch Seite 183.
Siehe Schulbuch Seite 183.
Siehe Schulbuch Seite 183.
Siehe Schulbuch Seite 183.
Siehe Schulbuch Seite 183.
Siehe Schulbuch Seite 183.

IR R)

| +R=Ky-q"(q—1)
| 9" herausheben

| : (R=Ky (=)

| In

| : In(q)

28792€
18,45€

7544€
76599€
2483,04€



4.3 Vergleich von Zahlungen

136652,66 €
Angebot I:
€150.000  €100.000 €120.000
0 1 2 3 Jahre
Angebot II:

----- 120 vorschiissige Monatsraten von €3.200----

Jahre
B,=363280,21€; B|,=357002,66 €; Angebot | ist aus Sicht des Landwirts besser.

Angebot | [Angebot |: 148288,97€; Angebot II: 147508,00 €]
Aus Sicht der Verkduferin ist das Angebot mit dem hdheren Barwert besser. Da der Barwert von
Angebot | 148288,97€ und der Barwert von Angebot Il nur 147508,00 € betragt, ist Angebot | besser.

40823,70€
2335,97€

Der Barwert des Angebots von Handler 2 ist mit 73064,21€ kleiner als der des Angebotes von
Handler 1 mit 73 448,60 €. Somit sollte Frau Hurtig den Sportwagen bei Handler 2 kaufen.
Beispielsweise ist bei einem Zinssatz von 4% p.a. der Barwert des Angebots von Handler 1
kleiner, also dessen Angebot besser.

Angebot B [Angebot A: 25974,85€; Angebot B: 26049,51€]

Angebot A:
QQQQQ 36 vorschiissige Monats- QQQQQ
@ e raten von €30.000-++--- @
T L
o 1 2 3 4 Sjame
Angebot B:
QQQQQ 16 nachschissige Quartals-
1 o raten von €80.000 -+++seeeen
R
o 1 2 3 4 S

Angebot A [Angebot A: 1414081,93€; Angebot B:1349553,56€]

Herrn Antensteiners Angebot ist das beste, denn der Barwert seines Angebots ist mit 18,97 Mio. €
am grofiten, gefolgt von Herrn Chagaris mit 18,21 Mio. € und Herrn Béarntalers mit 15,82 Mio. €.
Ja, Herrn Chagaris Angebot ist nun das beste Angebot, denn der Barwert seines Angebots ist

mit 16,12 Mio. € am grofdten, gefolgt von Herrn Antensteiners mit 15,72 Mio. € und Herrn Barn-
talers mit 13,71 Mio. €.

1123,99€
1164,68 €
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Aufgaben 520—-547

40

520
522

523

524
525
526
527
528
530
531
532
533
534
536
537

538
540
541
542
543
544
545
546
547

a. 83255€ b. 83231€

a. 14 vorschiissige Semester-
.......... raten von €80.000--++=+=--

AERRRARERRRAER

012345678910
Jahre

b. 49830€

a. 36 vorschissige Monats
.......... raten von €378 sssssssass

mmumumumuuummm |
Tmnnmm|1mnm S e

----24 Monatsraten:---

b. 54562€

991,55€
2641,62€
997,68 €
227299€

a. fir das Angebot von Frau Huber b. 3,91%
21796,57€
63422,83€
200812,50€
19963,64€
101258,67€
26,199% p.a.

a. 36 Monate:15,6% p.a.; 12 Monate: 17,04% p.a.
b. Fir die kiirzere Laufzeit sind mehr Zinsen zu bezahlen als fiir die langere Laufzeit, was eher nicht
gerechtfertigt ist.

23,24% p.a.

a. 613%p.a. b. 717% p.a.
a. 6,05% p.a. b. 648% p.a.
10,39% p.a.

2,74% p.s.

Siehe Schulbuch Seite 183.
Siehe Schulbuch Seite 183.
Siehe Schulbuch Seite 183.
Siehe Schulbuch Seite 183.



548

4.4

550

551

553
554
555
556
557
558
559
561
562
563
565
566

567
568

Aufgaben 548—-568

Siehe Schulbuch Seite 183.

Rentenkonvertierung
A, E5Q0-erererereeeees €500 E5()()erverrrernnenarerennnonaaeeannnns €500
J. ““““ l““““““““u“““H Pause J‘“lu“l““m““““““““ ““““ ““““ ““““ )
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Jahre
12345,45€
b. €500-eeeeeerrennen €500 E5((eerrrrrererrrnnererernrnseaeannes £500
““““ ““““ ““““““““ —Pause J“ “““““““ “““ “““ “““ ! “““ “SE
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Jahre
14138,92 €
a. €4.500 -+ E4.500 €L4.500wwrrreeeeeeeeereerrrrrrrrmnrsrnnnnnns €4500
U e VL
o 1 2 3% 4 5 6 7 s
Jahre
9072,54€ am Ende des 3. Jahres
b. E4.500 -+ E4.500 SL.500wwwrreeeeeeeeereerrrrrrrrmrrrnnnnnnns €4.500
l‘l{Pause$¢$l‘l‘l‘lSE
o 1 2 3 4 5 6 7 8
Jahre
10645,82€
a. 440,93€ b. 533,44€
a. 131733€ b. 1553,50€
a. 1278537€ b. 1.243237€ 11.255550€ 111.103,77€
a. 1397919€ b, 1L121941€ 11.1499,72€ 111.16,05€
a. 1559399€ b. 1.3813,69€ 11.4839,51€ 1ll.89,51€
a. 786,82€ b. 3000,29€
a. 4185357€ b. auf7165541€
a. 1200519,45€ b. 100820214€
a. 57303,85€ b. 46840,92€
a. 93512€ b. 833,67€
a. 1607,08€ b. um 20 Monate
a. 1274,07€

b. Wenn die Teilrate erst einen Monat nach der letzten Vollrate gezahlt wird, verzogert sich die
Riickzahlung um 20 Monate.

a. 1M715,48€ b. um 2,5 Jahre; 6430,98€
a. 505,45€ b. um 15 Monate

"
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1022,29€ um 10 Monate 166,92 €
2744,65€ 234746€
236408,50€ 121 Vollraten 267352€ um 2 Jahre und 10 Monate
1261,09€ 14 Vollraten, 2716,64 €
959,62€ um 61 Monate
1611,86€ 80 Vollraten 452,51€ um 27 Monate
1069,20€ 95 Vollraten, Teilrate gemeinsam mit letzter Vollrate: 239,32 €
Siehe Schulbuch Seite 183.
Siehe Schulbuch Seite 183.
Siehe Schulbuch Seite 184.
Siehe Schulbuch Seite 184.
Siehe Schulbuch Seite 184.
4.5 Tilgungspldne
Jahr Zinsanteil Tilgungsanteil Annuitat Restschuld
0 80000,00€
1 5000,00€ 8010,64€ 13010,64 € 71989,36 €
2 4499,34€ 8511,31€ 13010,64 € 63478,06€
3 3967,38€ 9043,26€ 13010,64 € 54434,79€
4 340217€ 9608,47€ 13010,64 € 44826,33€
5 2801,65€ 10208,99€ 13010,64 € 3461733 €
6 2163,58€ 10847,06 € 13010,64 € 23770,28 €
7 1485,64€ 11525,00€ 13010,64 € 1224528 €
8 765,33€ 1224531€ 13010,64 € -0,03€
1224528 € 0,00€
12031,73 €
Jahr Zinsanteil Tilgungsanteil Annuitat Restschuld
0 0,00€ 0,00€ 0,00€ 50000,00€
1 3250,00€ 8781,73€ 12031,73 € 41218,27€
4 1423,84€ 10607,89€ 12031,73 € 11297.38€
5 734,33€ 1129738€ 12031,71€ 0,00€



419591€

Jahr Zinsanteil Tilgungsanteil Annuitat Restschuld
0 0,00€ 0,00€ 0,00€ 20000,00€
1 1400,00€ 279591€ 419591€ 17204,09€
5 531,04€ 3664,87€ 419591€ 3921,45€
6 274,50€ 3921,45€ 4195,95€ 0,00€

Jahr Zinsanteil Tilgungsanteil Annuitat Restschuld
0 10000,00€
1 400,00€ 1846,27€ 2246,27€ 8153,73 €
2 326,15€ 1920,12€ 2246,27€ 6233,61€
3 249,34€ 1996,93€ 2246,27€ 4236,68€
4 169,47€ 2076,80€ 2246,27€ 2159,88€
5 86,40€ 2159,88€ 2246,28€ 0,00€

Jahr Zinsanteil Tilgungsanteil Annuitat Restschuld
6 4868,07€ 24 405,86 € 2927393 € 53483,19€
7 3342,70€ 25931,23€ 2927393 € 27551,96 €

Hinweis: Zunachst berechnen wir den Zinssatz wie folgt:

Die Restschuld im 7. Jahr war um den Tilgungsanteil von 12 643,40 € grof3er als die Restschuld
von 61530,41€ im 8. Jahr, also 61530,41€ +12643,40€ =74173,81€. Da der Zinsanteil 5933,90€

. S . . 593390
betrdgt, ergibt sich der Zinssatz i = 17381 8%.

Jahr Zinsanteil Tilgungsanteil Annuitat Restschuld
9 4922,43€ 13654,86€ 18577,30€ 47875,54€
Jahr Zinsanteil Tilgungsanteil Annuitat Restschuld
20 1133,57€ 20610,38€ 21743,95€ 0,00€
Jahr Zinsanteil Tilgungsanteil Annuitat Restschuld
0 50000,00€
1 3250,00€ 5000,00€ 8250,00€ 45000,00€
2 2925,00€ 5000,00€ 7925,00€ 40000,00€
3 2600,00€ 5000,00€ 7600,00€ 35000,00€
4 2275,00€ 5000,00€ 7275,00€ 30000,00€
5 1950,00€ 5000,00€ 6950,00€ 25000,00€
6 1625,00€ 5000,00€ 6625,00€ 20000,00€
7 1300,00€ 5000,00€ 6300,00€ 15000,00€
8 975,00€ 5000,00€ 5975,00€ 10000,00€
9 650,00€ 5000,00€ 5650,00€ 5000,00€
10 325,00€ 5000,00€ 5325,00€ 0,00€
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Jahr

O 00 Ny & WIN -~ O

AN I N L N S N N N
gl wnNn -~ o

Jahr

Ul s~ wWiN =

Jahr

W N -

5

Die Zinsschuld ist immer teurer als eine Ratenschuld, da fiir das ganze Kapital Uber die

Zinsanteil

9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€

Zinsanteil

575,00 €
575,00 €
575,00 €
575,00 €
575,00 €

Zinsanteil

575,00€
460,00€
345,00€
230,00€
115,00 €

Tilgungsanteil

0,00€
0,00€
0,00€
0,00€
0,00€
0,00€
0,00€
0,00€
0,00€
0,00€
0,00€
0,00€
0,00€
0,00€
150000,00-€

Tilgungsanteil

0,00€
0,00€
0,00€
0,00€
10000,00€

Tilgungsanteil

2000,00€
2000,00€
2000,00€
2000,00€
2000,00€

gesamte Laufzeit Zinsen berechnet werden.

Annuitatenschuld

Jahr
0

Ul &~ WIN =

Zinsanteil

3000,00€
2467,81€
1903,69€
1305,72 €

671,88 €

Tilgungsanteil

8869,82€
9402,01€
9966,13€
10564,10€
1197,94€

Annuitat

9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
9375,00€
159375,00€

Annuitat

575,00€
575,00€
575,00€
575,00€
10575,00€

Annuitat

2575,00€
2460,00€
2345,00€
2230,00€
2115,00€

Annuitat

11869,82€
11869,82€
11869,82€
11869,82€
11869,82 €

Restschuld
150000,00€
150000,00€
150000,00€
150000,00€
150000,00€
150000,00€
150000,00€
150000,00€
150000,00€
150000,00€
150000,00€
150000,00€
150000,00€
150000,00€
150000,00€
0,00€

Restschuld
10000,00€
10000,00€
10000,00€
10000,00€
10000,00€

0,00€

Restschuld
10000,00€
8000,00€
6000,00€
4000,00€
2000,00€
0,00€

Restschuld
50000,00€
4113018 €
31728,17€
21762,04 €
1119794 €
0,00€



Zinsschuld

Jahr
0

~WIN -

5

Ratenschuld

Jahr

U~ wN O

Annuitatenschuld

Jahr
0

O 0 /oy Ul &~ WIN -

N
o

Zinsschuld
Jahr
0

O (0NN U B WIN -

N
o

Zinsanteil

3000,00€
3000,00€
3000,00€
3000,00€
3000,00€

Zinsanteil

3000,00€
2400,00€
1800,00€
1200,00€

600,00€

Zinsanteil

22500,00€
20909,57€
19199,85€
1736191€
15386,12€
1326214 €
10978,87€

8524,35€

5885,74€

3049,24€

Zinsanteil

22500,00€
22500,00€
22500,00€
22500,00€
22500,00€
22500,00€
22500,00€
22500,00€
22500,00€
22500,00€

Tilgungsanteil

0,00€
0,00€
0,00€
0,00€
50000,00€

Tilgungsanteil

10000,00€
10000,00€
10000,00€
10000,00€
10000,00€

Tilgungsanteil

21205,78€
22796,21€
2450593 €
26343,87€
28319,66 €
30443,64€
3272691€
3518143 €
37820,04€
40656,54 €

Tilgungsanteil

Annuitat

3000,00€
3000,00€
3000,00€
3000,00€
53000,00€

Annuitat

13000,00€
12400,00€
11800,00€
11200,00€
10600,00€

Annuitat

43705,78 €
43705,78 €
43705,78 €
43705,78 €
43705,78 €
43705,78 €
43705,78 €
43705,78 €
43705,78 €
43705,78 €

Annuitat

22500,00€
22500,00€
22500,00€
22500,00€
22500,00€
22500,00€
22500,00€
22500,00€
22500,00€
322500,00€

Restschuld
50000,00€
50000,00€
50000,00€
50000,00€
50000,00€

0,00€

Restschuld
50000,00€
40000,00€
30000,00€
20000,00€
10000,00€

0,00€

Restschuld
300000,00€
278794,22 €
255998,01€
231492,08€
205148,20€
176 828,54 €
146384,90€
11365799€
78476,55€
40656,52 €
-0,03€

Restschuld
300000,00€
300000,00€
300000,00€
300000,00€
300000,00€
300000,00€
300000,00€
300000,00€
300000,00€
300000,00€
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Ratenschuld

Jahr Zinsanteil Tilgungsanteil Annuitat Restschuld
0 300000,00€
1 22500,00€ 30000,00€ 52500,00€ 270000,00€
2 20250,00€ 30000,00€ 50250,00€ 240000,00€
3 18000,00€ 30000,00€ 48000,00€ 210000,00€
4 15750,00€ 30000,00€ 45750,00€ 180000,00€
5 13500,00€ 30000,00€ 43500,00€ 150000,00€
6 11250,00€ 30000,00€ 41250,00€ 120000,00€
7 9000,00€ 30000,00€ 39000,00€ 90000,00€
8 6750,00€ 30000,00€ 36750,00€ 60000,00€
9 4500,00€ 30000,00€ 34500,00€ 30000,00€

RN
o

2250,00€ 30000,00€ 32250,00€ -

Es handelt sich um eine Ratenschuld, da der Tilgungsanteil gleich bleibt.
6,5% p.a.
8 Jahre, da die Restschuld jéhrlich um 6000 € reduziert wird und 48000€ : 6000€ = 8 ist.

Siehe Schulbuch Seite 184.
Siehe Schulbuch Seite 184.

Zusammenfassende Aufgaben

B,=171028,74€, B,=179719,24€, B, =175270,16 €

Das zweite Angebot ist bei 4% p.a. das beste, da es den héchsten Barwert bietet.
B,=163162,01€, B, =159295,60€, B;=155282,90€

Das erste Angebot ist bei 8% p.a. das beste, da es den héchsten Barwert bietet.

836,92€ 2680,26 €

4643799€

3,387% p.a.
p.a. p.s. p.g. p.m.
5,5% 2,71% 1,35% 0,45%
6,09 % 3% 1,49 % 0,49 %
5,09% 2,52% 1,25% 0,41%
4,91% 2,42% 1,20% 0,4%

5224% p.a.

Variante 50-50. Sie ist mit einem Barwert von 2097,73 € sogar billiger als der Sofortkaufpreis.
Variante 25—75 ist mit einem Barwert von 2121,43 € am teuersten.

1242,54€ 1307,84€

Herrn Chaplins, da der Barwert seines Angebots am gréfiten ist.
Ja, Herr Arent hat nun das beste Angebot.

22 Jahre und 9 Monate; 285,92 €
122736,33 €
959,69€
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254402,24€

Restschuld
10000,00€
8602,04€
7106,22 €
1960,69€
—0,62€
0,00€

nach ca. 32 Monaten

209796€
Jahr Zinsanteil Tilgungsanteil Annuitat
O — — J—
1 700,00€ 139796 € 209796€
2 60214 € 1495,82€ 209796€
5 265,52 € 1832,44€ 209796€
6 13725€ 1960, 7+€ 209796€
1960,69€ 209794€
578,96 €
30000 1,
W 250001 e,
c ®00,,
5200001 ‘°-..'..
'E:j) 15000 + ....'ooc-
2100004 e,
(a4 ®o,,
50001 e,
0 : : : : R
0 10 20 30 40 50 60
Monate
733,67€

um 5 Jahre und 11 Monate; Teilrate: 639,20€

Endwert: 22966,93 €; Barwert: 17941,73 €

0,75% p.m.=>2,20% p.q.> 9% p.a.> 4,40% p.s.

5,367% p.a.

Annuitatenschuld

Jahr
0

u s wiN =

6

Zinsschuld

Jahr
0

Ul &~ WN

Zinsanteil

6450,00€
5510,64 €
4520,80€
3477,75€
2378,63€
122044 €

Zinsanteil

6450,00€
6450,00€
6450,00€
6450,00€
6450,00€
6450,00€

Tilgungsanteil

17476,38€
18415,74 €
19405,58 €
20448,63€
21547,75€
22705,92€

Tilgungsanteil

0,00€
0,00€
0,00€
0,00€
0,00€
120000,00€

Annuitat

23926,38€
23926,38€
23926,38€
23926,38€
23926,38€
23926,36€

Annuitat

6450,00€
6450,00€
6450,00€
6450,00€
6450,00€
126 450,00 €

Restschuld
120000,00€
102523,62€
8410788 €
64702,30€
44253,67€
2270592€
0,00€

Restschuld
120000,00€
120000,00€
120000,00€
120000,00€
120000,00€
120000,00€
0,00€
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Ratenschuld

Jahr Zinsanteil Tilgungsanteil Annuitat Restschuld
0 120000,00€
1 6450,00€ 20000,00€ 26450,00€ 100000,00€
2 5375,00€ 20000,00€ 25375,00€ 80000,00€
3 4300,00€ 20000,00€ 24300,00€ 60000,00€
4 3225,00€ 20000,00€ 23225,00€ 40000,00€
5 2150,00€ 20000,00€ 22150,00€ 20000,00€
6 1075,00€ 20000,00€ 21075,00€ 0,00€

14797€

Nach 3 Jahren setzt man mit den folgenden 3 Zahlungen aus. Danach zahlt man den Kredit mit
4 nachschissigen Raten der Hohe R, bis zum Ende des 10. Jahres zuriick.

-1 g* =1
R,=R;- -q3:( )

q—1 q-1
R
@ ggb/tns 575% p.a.
e8j8k4
699,20€ 1001,04€
157160,70€ 811,86 €

14 Quartalsraten
Man berechnet zunachst das Restguthaben nach der Auszahlung der 14 Quartalsraten. Da man
die Restzahlung erst ein Quartal spater erhalt, muss man sie noch ein Quartal lang aufzinsen.

203801,94€
Jahr Zinsanteil Tilgungsanteil Annuitat Restschuld
0 - - - 1500000,00€
1 90000,00€ 113801,94 € 203801,94€ | 1386198,06€
2 83171,88€ 120630,06 € 203801,94€ | 1265568,00€
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627
629

630

631
632

633
634
635
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Investitions-, Kurs- und Rentabilitdtsrechnung

Investitionsrechnung

a. 1866€ h. 939€
In beiden Fallen ist der Kapitalwert positiv und daher die Investition eine sinnvolle Geldanlage.
a. 7675€ h. 2801€
In beiden Fallen ist der Kapitalwert positiv und daher die Investition eine sinnvolle Geldanlage.
a. B b. D
% | Zinssatz i KW in € b Kwi€]
0 4600 5000+
0,005 4095,77
0,01 3599,96 2500+
0,015 3112,38
0,02 2632,84 =
0,025 216117 o ooz ooe bag
0,03 169719 -2500¢
0,035 1240,74
0,04 791,65
0,045 349,76
0,05 -85,09
0,055 -513,04
0,06 -934,24
0,065 -1348,84
0,07 -1756,97

c. Der Kapitalwert wird fiir i = 0,049 gleich 0.
a. 73785€ b. 64146,7€

Der Kapitalwert betragt 24 305€ und ist daher deutlich positiv. Die Investition ist vorteilhaft.

a Jahr Einnahmen in € Ausgaben in € Einnahmeniberschisse in €
0 0 1000000 -1000000
1 250000 35000 215000
2 255000 38500 216500
3 260100 42350 217750
4 265302 46585 218717
5 270608 51244 219365
6 276020 56368 219652
7 281541 62005 219536
8 287171 68205 218966
9 292915 75026 217889

10 298773 82528 216245

h. 682393€; Der Kapitalwert ist positiv, also ist die Investition eine sinnvolle Geldanlage.
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530010€; Der Kapitalwert ist positiy, also ist die Investition eine sinnvolle Geldanlage.

R
@ ]‘6';/;;‘; Jahr = Riickfliisse in €
0 -120000,00
45000,00
38250,00
32512,50
27635,63
23490,28
19966,74
16971,73
14.425,97
12262,07
10422,76

ab dem 4. Jahr; 8372€
ebenfalls ab dem 4. Jahr

O 00N oy Ul B WN -

N
o

Jahr Rickfllsse in € Kapitalwert in €

0 —120000,00 —120000,00
1 45000,00 —77142,86
2 40500,00 —40408,16
3 36450,00 —8921,28
4 32805,00 1806747
5 29524,50 £41200,69
6 26572,05 6102916
7 23914,85 78025,00
8 21523,36 92592,85
9 19371,02 105079,59
10 17433,92 115782,51
und
@ xls/tns 7507€
rf6t9e 70208 €

Ist der Zinssatz geringer, so sind die einzelnen abgezinsten Riickfllisse grofier und somit ist der
Kapitalwert grofier anstatt kleiner.

Fahrzeug A: 13953 €, Fahrzeug B:12427€

Fahrzeug A, da der Kapitalwert héher ist

Fahrzeug A: 18889 €; Fahrzeug B:16566€

Wieder sollte man sich fiir Fahrzeug A entscheiden, da dessen Kapitalwert hoher ist.

KW(i) =-80000 + 25000(1 + i)~"+ 25000(1 + i) 2 + 25000(1 + i)~ + 25000(1 + i)™*

® 25000
c

20000
g 15000
10000
S 5000
4

0 +—F————————F<=
0 002 004 006 008 01
Zinssatz

Der Kalkulationszinssatz muss unter 9,654 % liegen.
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(0,0574713711,02194)

Kapitalwert in €

0 <
0 002 004 006 008 },?
Zinssatz
Bis zu einem Kalkulationszinssatz von 5,747 % ist die Investition A zu bevorzugen, ab diesem die
Investition B.

Siehe Mathematik anwenden HAK-Online.

4,30%
Der interne Zinssatz liegt Gber dem Marktzinssatz, daher ist die Investition eine sinnvolle
Geldanlage.

14,63 %
Der interne Zinssatz liegt Gber dem Marktzinssatz, daher ist die Investition eine sinnvolle
Geldanlage.

6,57%
Der interne Zinssatz liegt Gber dem Marktzinssatz, daher ist die Investition eine sinnvolle
Geldanlage.

6025€ 718%
Der Kapitalwert ist positiv, der interne Zinssatz liegt (iber dem Marktzinssatz, daher ist die
Investition eine sinnvolle Geldanlage.

Jahr Rickfllsse in €

0 ~1500000,00
1 120000,00
2 122400,00
3 124.848,00
4 127344,96
5 129891,86
6 132489,70
7 135139,49
8 137842,28
9 140599,13
10 1434111
1 146279,33
12 149204,92
13 152189,02
14 155232,80
15 15833745
16 161504,20
17 164734,28
18 168028,97
19 171389,55
20 174:817,34
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110024 €
6,83%

@ xls/tns 5 Jahre: 0,97%; 10 Jahre: 15,87%; 15 Jahre: 19,09 %
fj8e3x Je langer die Nutzungsdauer ist, desto hoher ist auch der interne Zinssatz.

R
@ Link -
gz4m26
6,801% > 5%, also sinnvoll

11,704 % > 3,25 %, also sinnvoll
11,191% > 6,125 %, also sinnvoll

8,946 % > 3 %, also sinnvoll 9,450% > 4%, also sinnvoll 9,961% > 5%, also sinnvoll
32,57% 15,80 % 16,08 %, er wird gréfer

8,14%

5,57%

Wenn man tatséachlich vor hat, die néchsten 10 Jahre lang Schuhe bei diesem Handler zu
beziehen, dann ist die Investition finanziell sinnvoll.

6,40 %

4,76%

5,81%; Nein, der modifizierte interne Zinssatz steigt, da zunachst der Endwert der Riickfllisse
grofder wird.

Investition A: 2044 €, Investition B: 2212 €. Investition B ist zu bevorzugen.
Investition A: 5,44 %, Investition B: 5,37%. Investition A ist zu bevorzugen.
Investition A: 512 %, Investition B: 5,10 %. Beide Investitionen sind praktisch gleich zu bewerten.

A: 94307,82€; B:84145,22€. Investition A hat den hoheren Kapitalwert.
A:15,551%; B:19,934%. Investition B hat den hoheren internen Zinssatz.
A: 10,963 %; B:13,322%. Investition B hat den hcheren modifizierten internen Zinssatz.

neu gebraucht
Kapitalwert in Euro 75067 45388
interner Zinssatz 12,50 % 25,37%
modifizierter interner Zinssatz 8,58 % 1,31%

Der Kapitalwert des neuen Busses ist gréfier als jener des gebrauchten. Beim internen und modi-
fizierten internen Zinssatz schneidet hingegen der gebrauchte Bus deutlich besser ab. Alleine aus
diesen drei Vergleichen ergibt sich keine eindeutig bessere Variante. Allerdings ist zu bedenken,
dass der neue Bus mehr als doppelt so viel wie der gebrauchte Bus kostet. So gesehen kdnnte
man sich alternativ auch die Anschaffung von zwei gebrauchten Bussen Uiberlegen. Bei entspre-
chender Auslastung ware das eindeutig die gewinnbringendere Variante.

neu gebraucht
Kapitalwert in Euro 65911 42547
modifizierter interner Zinssatz 8,96 % 11,91%

Der Kapitalwert des neuen Busses ist aufgrund des gestiegenen Zinssatzes stérker gesunken als
der Kapitalwert des gebrauchten Busses. Der modifizierte interne Zinssatz des gebrauchten Bus-
ses ist starker gestiegen als jener des neuen Busses. Obwohl der Kapitalwert des neuen Busses

immer noch grofier ist, beeinflusst das die Kaufentscheidung eher in Richtung des gebrauchten.
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665
666

667
668
669
670
671

5.2

672

673

674
676

677

678

o n oo

BW, =11812€; BW, =9963 €
i,=3,46% p.a.; iy =3,33%
i ogn=324% i 5=318%

Bei allen drei Methoden ist die Maschine A vorzuziehen.

Aufgaben 664—678

Hinweise: Wie lassen sich Einnahmen und Ausgaben wirklich abschatzen? Wie entwickelt sich der
Markt? ...

Hinweise: Sicherung von Arbeitsplatzen, Umweltschutz, soziale Aspekte ...

Siehe Schulbuch Seite 184.

Siehe Schulbuch Seite 184.

Siehe Schulbuch Seite 184.

Siehe Schulbuch Seiten 184 und 185.

Kurs- und Rentabilitatsrechnung

5 S

,%‘;?) PP PPN NS @Q}f"@

ERARARRANS

) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Jahre

-€987 €275 €275 €275 €275 €275 €275+ €1.000

S R B B

|

|

0 1 2 3 4

5

Jahre
. 860€, unter pari b. 243750€, unter pari
-€102 €4,25 €4,25 €425 €4,25 €4,25 €4,25+100
o 1 2 3 4 5 6
Jahre
3,87%
485€
16,25€
& Wl NgJ N W) NgJ » ) Wl
e v v 0% 0% v v v Y
0o 1 2 3 4 5 6 7 8
Jahre
3,69 %
2,68%
Gl N
N~
o 1 2 3 4

C.

b. 418%

5050<€, Uber pari

C.

d. 500€, pari

3,04 %
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-€1.002 €20 €20 €20 €20 €20 €20+€1.000
N N N N
o 1 2 3 4 5 6
Jahre

1,96 %

-€1030 €32 €32 €32 €32 €32 €32 €32+€1.000
R

0 1 2 3 4 5 6

Jahre
2,72%

Rendite vor KEST: A-Void: 4,55 %; B-Ware: 4,55%
Rendite nach KEST: A-Void: 3,30 %; B-Ware: 3,31%

Die Rendite vor KEST ist praktisch gleich. Da die Rendite nach KEST fiir die Anleihe von B-Ware leicht

hoher ist, sollte sich Herr Obulus fiir diese Anleihe entscheiden.

vor KEST: 4,56 %; nach KEST: 3,39%
vor KEST: 3,49 %; nach KEST: 2,61%
vor KEST: 2,15 %; nach KEST: 1,58 %

Emissionskurs: 80,25%; Ausgabepreis: 802,50€

71,88 %

55,84% 53,55%

vor KEST: 3,304 %, nach KEST: 2,437% 95,38 %
101,37%

106,8%

99,5%

Der Emissionskurs ist umso gréfer, je kleiner der Marktzinssatz ist.

110,23 % 116,35% 102,27% 109,36 %
71,68 %

99,30% 100% 100,83 % 100,19 %
1,79%

fairer Kurs: 96,13; Rendite: 2,78 %
fairer Kurs: 101,66; Rendite: 3,60 %
3,46%
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717
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Aufgaben 701-718

d. Die hochste Rendite hat Herr Bauer erreicht, allerdings sind die Anlagezeitrdume unterschiedlich.
Da Uber ein weiteres Anlegen der Gelder nichts bekannt ist, kann eigentlich nicht beurteilt werden,

wer am besten abgeschnitten hat.

Kurs,

100
9T
981
97+
961

95

Jahr Kurs Zahlungen
0 96,6 -96,9
1 9715 4
2 97,42 4
3 97,69 4
4 97,98 4
5 98,28 4
6 98,60 4
7 98,63 4
8 99,27 4
9 99,63 4
10 100 104
Rendite: 4,390 %
q=1,04390
a. clean price: 516,77€, dirty price: 524,79 €
b. 3,82%
a. 1032,61€ b. 989,41€
a. C b. A
a. 525€ b. 122,50€
a. 36,66€ b. 30€

clean price: 1007,83 €, dirty price: 102783 €

107,01% des Nennwertes

a. 2,92%
a. 3432%

b. 6,75%
b. 11227€

Siehe Schulbuch Seite 185.

Siehe Schulbuch Seite 185.

Siehe Schulbuch Seite 185.

Siehe Schulbuch Seite 185.

Zusammenfassende Aufgaben

a. -€5050 €150 €150 €150 €150 €150+ €5.000

|

|

|

|

|

o 1
b. 2,78%

a. 560%
4,41%

=

2

3

4

Jahre

Jahr

c. 7525€
c. 2166€

c. 054%
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4,24%

Wenn die Rickfllisse zum internen Zinssatz angelegt werden, ist der modifizierte Zinssatz gleich
dem internen Zinssatz. Begriindung: Beim internen Zinssatz ist der Barwert der Riickflisse gleich
dem Investierten Kapital K, daher ist der Endwert der mit dem internen Zinssatz verzinsten
Ruckflisse Eg =K, (1+1,,)". Der modifizierte interne Zinssatz ist dann

. n}K'<1+im)” AT . .
Imod= : K0 : 1= (1+|int)n_1=(1+|int)_1=|int'

3,91% 3,5% 2,76%

KW, =1777€; KWg=5174€
in=497%p.a; i;=637%
imoqa = 4,56%; 1,45 =540%

Bei allen drei Methoden ist LKW B vorzuziehen.

fairer Kurs: 101,14% ; Rendite: 5,67% fairer Kurs: 99,71% ; Rendite: 4,98 %

1455 €
Die Investition ist sinnvoll, da der Kapitalwert gréfier als 0€ ist.

KW, () ==-50+7(1+D)1+20(1+1)2+20(1+) >+ 22(1+10)*
KWg() = =20+ 4(1+1) '+ 5(1+1) 2 +10(1+ 1) +15(1+i)™*
KW () ==-40+12(1+ 1) +11(1+ )2 +15(1+1) >+ 20(1 + i) ™*

201 KW

A

w 10T \\(0,02943113,59636)

£127

£ 8t (0,0848116,6003)

|

g

S0ttt S

2,1 o004 008 012002
Zinssatz KW

-6T c

Bis zu einem Marktzinssatz von 2,943 % hat Investition A den groften Kapitalwert, danach bis zu
einem Zinssatz von 8,481% Investition C und ab einem Marktzinssatz von 8,481% hat Investition
B den grofiten Kapitalwert.

3009€
3000< Tilgungsbetrag und 150 € Zinsen, also insgesamt 3150€
-€100,30 €3,64 €364 €364 €364 €364 €3,64+€100
o 1 2 3 4 5 6
Jahre

3,641% entspricht der angefiihrten Emissionsrendite von 3,64 %

101,94 %
100% 85%
1000€ 1000€
Zinsen werden jahrlich ausgezahlt. Es werden keine Zinsen ausgezahlt.
ja, korrekt ja, korrekt
1,81% 2,44%

(Anmerkung: Da vor dem Jahr 2016 die KEST 25% betrugen und der Kursgewinn nur bei der Null-
kuponanleihe versteuert werden musste, wéaren die korrekten Lsungen eigentlich 1. 1,875%,
2,52%.)



Aufgaben 726—728

726 a. -124€ b. 4,305% c. 4375%
727  a. Kaufpreis: 5060€; Kupon: 212,50€ b. 3,98%
728 a. 3,88%

b. Die Investition ist sinnvoll, da der modifizierte interne Zinssatz tiber dem Marktzinssatz liegt.

Was habe ich in diesem Semester gelernt? — 6. Semester
Die Losungen zu den Aufgaben 729—753 sind im Schulbuch auf den Seiten 185—186 zu finden.
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