HISTORISCHES ZU DEN ZAHLBEREICHEN

In diesem Lehrwerk sind wir von den natirlichen
Zahlen ausgegangen und haben die Zahlbereiche
schrittweise erweitert: N =« Z = ) = R = C. Dies
entspricht im Grofden und Ganzen der Geschichte
der Mathematik. Im Folgenden wollen wir uns die
Entstehung der einzelnen Zahlbereiche etwas
genauer ansehen.

Natiirliche Zahlen

Die nattrlichen Zahlen sind uralte Erfindungen
der Menschen und wurden auf sehr verschiedene
Weisen dargestellt, zB durch Haufen von Steinen
oder Muscheln, durch Kerben auf einem Knochen,
durch Knoten in einer Schnur und Ahnliches.
Abb.12.1 zeigt ein Quipu der Inkas. Die Knoten der
Schniire stellen Zahlen dar.

Abb. 121
Quipu der Inkas

Zahlen war vielfach nicht notwendig. Wenn etwa
ein Hirte seine Schafe auf die Weide entlief3, warf
er flr jedes Schaf einen Stein auf einen Haufen.
Wenn die Schafe wieder heimkehrten, nahm er
flir jedes Schaf wieder einen Stein weg. Blieb ihm
kein Stein Ubrig, wusste er, dass kein Schaf verlo-
ren gegangen war.

Primitive Volker konnten meist nicht sehr weit
zdhlen; sie zahlten im Prinzip: eins, zwei, viele.
Anstelle von Steinen, Muscheln, Kerben, Knoten
etc. wurden auch schon friih Zahlworte verwen-
det. Diese waren allerdings oft noch sehr an die
gezahlten Dinge gebunden. Es gab zB einen
Stamm in British Columbia, der verschiedene

Zahlworte verwendete, je nachdem, ob lebende,
runde, lange Objekte oder Tage gezahlt wurden.

Bei den Griechen waren die natirlichen Zahlen
zwar nicht mehr an konkrete Objekte gebunden,
doch waren ihre Uberlegungen zunachst stark
von den Rechensteinen beeinflusst, die sie zum
Rechnen verwendeten. Die Pythagorder legten
diese Steine zu Figuren auf. Zum Beispiel betrach-
teten sie die ,Dreieckszahlen” 1, 3, 6, 10, ..., die
sich in Dreiecksform wie in Abb. 12.2 darstellen
lassen, und die ,Quadratzahlen”, die sich in Quad-
ratform wie in Abb. 12.3 darstellen lassen. Dabei
entdeckten sie interessante Zusammenhange.
Zum Beispiel kann man aus Abb. 12.3 erkennen,
dass jede Quadratzahl die Summe von aufeinan-
der folgenden ungeraden Zahlen ist, zB 25=1+3
+5+7+ 9. Man erkennt dies, wenn man zu den
jeweils vorhandenen schwarzen Steinen die ro-
ten Steine dazulegt.
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Abb. 12.3: Quadratzahlen

Wahrend die vorgriechischen Volker Zahlen blof3
benlitzten, haben die Griechen zum ersten Mal
gefragt: Was ist eigentlich eine Zahl?

Aristoteles (384—322 v.Chr.) gab im Wesentlichen
die Antwort: ,Eine Zahl ist eine aus Einheiten zu-
sammengesetzte Vielheit”. Da die Einheit selbst
keine Vielheit ist, wurde die Einheit (also 1) nicht
als Zahl angesehen. So fiihrte beispielsweise
Euklid (um 300 v.Chr.) einige seiner Beweise dop-
pelt, einmal flr Zahlen (grofer als 1) und einmal
fiir die Einheit (1).
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Die Ziffern 0,1,2,3, ..., 9 unseres heutigen Zehner-
systems gehen auf die Inder zuriick. Sie kamen
allerdings Uber die Araber nach Europa und hei-
3en deshalb heute ,arabische Ziffern”.

Die heute Ublichen Rechenzeichen entstanden
erst viel spater. Die Zeichen , + " und ,~* tauchten
(nach é&lteren Vorlaufern) im 15. Jahrhundert
n.Chr. auf, etwas spater auch die Zeichen ,, - “ und
.. So lange keine Rechenzeichen zur Verfligung
standen, wurden Rechengesetze nur verbal in
sehr untbersichtlicher Form formuliert. Bei-
spielsweise beschrieb der byzantinische Mathe-
matiker Leo (9. Jahrhundert n.Chr.) das Assozia-
tivgesetz (- B) - y=0o- B -y)=(x-y) - Bso:

,Gegeben seien die Zahlen o, B, y; das Produkt
aus o, B sei d, das Produkt aus B, y sei €, das Pro-
dukt aus o, y sei {, das Produkt aus o, € sei n, das
aus B, Csei §, das aus y, d sei k. Ich behaupte, dass
die Zahlen n, §, k einander gleich sind".

Rationale Zahlen

Die Urspriinge der Bruchrechnung sind bei den
Agyptern und Babyloniern zu suchen. Wahrend
die Babylonier durch die Verwendung eines Stel-
lenwertsystems keine Probleme hatten, Briiche
darzustellen, hatten die Agypter mit ihrem Nicht-
Stellenwertsystem grofiere Schwierigkeiten. Sie
stellten (mit wenigen Ausnahmen) nur Stamm-
briiche dar, dh. Briiche der Form %
dass Uiber das jeweilige Symbol fiir die natirliche
Zahl n das Symbol fiir ,Mund” gesetzt wurde.
Zum Beispiel:

TS L S <O
TR0
Briiche, die keine Stammbriiche sind, wurden in
Summen von Stammbriichen zerlegt, zum Bei-
spiel:

31,1 40 _p, 1,1,1

83ty 7-°t2titWm
Solche Zerlegungen waren oft sehr schwer zu fin-
den und wurden in Tabellen festgehalten.

Ein Rechnen mit diesen Darstellungen von Bri-
chen war natdrlich eine duflerst komplizierte Sa-
che und hinderte die Agypter daran, eine Bruch-
rechnung im heutigen Sinn zu entwickeln.

Die griechischen Philosophen wollten Bruchzah-
len nicht als Zahlen anerkennen, weil sie die Ein-
heit flr unteilbar hielten. So schrieb etwa Platon
(427-347 v.Chr.):

,Du weifst doch, dass die echten Meister in dieser
Kunst einen auslachen und es nicht zulassen wiir-
den, wenn jemand es unternehmen wiirde, die
Einheit in Gedanken zu zerschneiden, und wenn
du sie zerteilen wolltest, so wiirden sie sie ver-
vielfaltigen und es nie geschehen lassen, dass die
Einheit nicht als Einheit, sondern als viele Teile er-
schiene.”

Als Ersatz fur die fehlende Bruchrechnung entwi-
ckelten die Griechen eine Lehre von den Propor-
tionen (Verhéltnissen), mit der sie zundchst weit-
gehend auskamen.

Bei den Arabern, die die griechische Mathematik
bewahrt und weiterentwickelt haben, wird die
Frage, ob Verhéltnisse Zahlen sind oder nicht, be-
reits diskutiert, sie schafften es aber auch nicht,
die griechische Zahlauffassung ganz zu tiberwin-
den und Bruchzahlen als vollwertige Zahlen auf-
zufassen. Dieses Verdienst kommt erst Petrus

, und zwar so, Ramus (1515—1572) zu, der eine Zahl sinngemaf

als etwas beschrieb, mit dem wir zdhlen und
rechnen. Im ,Rechnen” ist bei ihm nachweislich
auch das Rechnen mit Bruchzahlen eingeschlos-
sen. Diese werden also erstmals als vollwertige
Zahlen anerkannt.

Die heutige Bruchschreibweise, bei der Zahler
und Nenner durch einen Bruchstrich getrennt
werden, geht auf die indische Zahlschrift zurlick.
Die Regeln der Bruchrechnung dirften um etwa
600 n.Chr. bereits bekannt gewesen sein, doch
wurden sie noch nicht mit den heute Ublichen
Rechenzeichen angeschrieben.
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Irrationale Zahlen

Die Pythagorder untersuchten ua. Verhaltnisse
von Saitenldngen am Monochord und entdeck-
ten dabei, dass die musikalischen Intervalle durch
einfache Verhaltnisse natirlicher Zahlen be-
schrieben werden kénnen (Oktave 1 : 2, Quinte
2 :3, Quarte 3 : 4 usw.). Verhalten sich zwei Stre-
ckenldngen beispielsweise wie 2 : 3, so bedeutet
dies, dass es ein ,gemeinsames Maf” gibt, wel-
ches in der einen Strecke zweimal und in der an-
deren Strecke dreimal enthalten ist (siehe die Ab-
bildunag).

Die Pythagorder nannten zwei Strecken kom-
mensurabel, wenn es ein solches gemeinsames
Maf gibt. Sie glaubten zunachst, dass zwei belie-
bige Strecken stets kommensurabel seien, dh.
dass man immer ein gemeinsames Maf} finden
konne, auch wenn dieses sehr klein ist. Sie ent-
deckten aber spater (mdglicherweise war es
Hippasos von Metapont), dass es inkommensura-
ble Strecken gibt, also Strecken, fiir die kein ge-
meinsames Maf3 gefunden werden kann. Dies gilt
etwa fiir die Seite und Diagonale eines Quadrats
oder die Seite und Diagonale eines regelmafiigen
Fiinfecks. Diese Erkenntnis wirkte wie ein Schock,
da sie die Grenzen der griechischen Proportio-
nenlehre aufzeigte. Durch verschiedene Repara-
turen (zB durch Eudoxos) versuchten die Grie-
chen, ihre Proportionenlehre der gednderten
Situation anzupassen. Eine wirkliche Losung war
aber erst moglich, nachdem das Problem von der
Geometrie losgeldst wurde und die Verhaltnisse
inkommensurabler Strecken durch irrationale
Zahlen beschrieben wurden.

Einen wesentlichen Anstof3 zur Bildung der irrati-
onalen Zahlen dirfte die Dezimalschreibweise
geliefert haben. Denn wenn man Zahlen mit end-
lich vielen Nachkommastellen anschreiben darf,
liegt der Gedanke nahe, auch solche mit unend-
lich vielen Nachkommastellen zuzulassen, auch
wenn die Darstellung nicht periodisch ist. Wenn-
gleich man diese Zahlen nicht genau angeben
kann, kann man sie doch mit beliebig vorgegebe-
ner Genauigkeit anndhern. Wenn man aber von
Annahern spricht, setzt dies voraus, dass es Zah-
len gibt, denen man sich annadhert. Das sind die
irrationalen Zahlen.

Die Anerkennung der irrationalen Zahlen erfolgte
jedoch zégernd. Lange Zeit befand man sich in ei-
nem Zwiespalt: Einerseits hatten die irrationalen
Zahlen typische Eigenschaften von Zahlen (man
konnte sie zB als Punkte auf der Zahlengeraden
darstellen), andererseits empfand man sie doch
nicht als ,richtige” Zahlen. Man nannte sie daher
Labsurde”, jirreguldre”, ,unerklarliche” oder ,tau-
be” Zahlen. Auch der heute gebrduchliche Aus-
druck ,irrational” ist ein Rest dieses Zwiespalts.
Einer der Ersten, der die irrationalen Zahlen als
vollwertige Zahlen anerkannte, war Simon
Stevin (1548-1620), ein eifriger Verfechter der
damals durchaus noch nicht (blichen Dezi-
malschreibweise. Er erweiterte die Zahlauffas-
sung von Petrus Ramus und beschrieb eine Zahl
im Wesentlichen als etwas, mit dem wir ,Quanti-
taten” ausdriicken, dh. mit dem wir zahlen, rech-
nen und messen. Da beispielsweise zu einer exak-
ten Langenangabe auch irrationale Maf3zahlen
erforderlich sind, zédhlen bei ihm auch die irratio-
nalen Zahlen zu den Zahlen. Er erkannte, dass die
reellen Zahlen (also die rationalen und irrationa-

Simon Stevin :
(1548—-1620) | 4
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len Zahlen) die Zahlengerade llickenlos ausfillen
und kontinuierlich verdnderbar sind, wenngleich
er dies etwas umsténdlich beschreibt:

,Die Zahl ist bei der Grofie so etwas wie die
Feuchtigkeit beim Wasser. Denn wie diese sich
durch das Ganze und in jeden Teil des Wassers er-
streckt, so erstreckt sich die einer Gréf3e zugeord-
nete Zahl durch die ganze Gréfe und in jeden Teil.
Und wie einer kontinuierlichen Wassermenge ei-
ne kontinuierliche Feuchtigkeit entspricht, so ent-
spricht einer kontinuierlichen Gréf3e eine konti-
nuierliche Zahl.”

Negative Zahlen

Uber den Ursprung der negativen Zahlen weif3
man fast nichts. Méglicherweise stiefs man auf
sie bei dem Versuch, die grofiere Zahl von der
kleineren abzuziehen. Dafiir spricht, dass die ne-
gativen Zahlen bis ins 16. Jahrhundert, etwa noch
bei Michael Stifel (ca.1487—1567), als Differenzen
natlrlicher Zahlen angeschrieben wurden, zB
8 —10, 0 — 2 usw. In Rechnungen wurden die
negativen Zahlen bestenfalls als niitzliche Zwi-
schenglieder angesehen, aber nicht als Endresul-
tate anerkannt.

Die Anerkennung eines negativen Resultats fin-
det sich zum ersten Mal bei Leonardo von Pisa
(genannt Fibonacci, ca. 1170—ca. 1250). In einer
Aufgabe, in der nach Geldbetrdgen gefragt wird,
interpretierte er die positiven Losungen als Gut-
haben und die negativen Losungen als Schulden.
Nach und nach verband man mit den positiven
bzw. negativen Zahlen auch andere Vorstellun-
gen, die stets gewisse Gegensatzlichkeiten aus-

Leonardo von Pisa
(genannt Fibonacci,
ca. 1170—ca. 1250)

drlickten: tber null —unter null; iber dem Meeres-
spiegel — unter dem Meeresspiegel usw. Durch
Abstraktion entwickelte sich daraus der Begriff
des positiven bzw. negativen Vorzeichens. Im
Grunde waren damals die negativen Zahlen
nichts anderes als die positiven Zahlen, nur mit ei-
nem anderen Vorzeichen oder einer anderen Deu-
tung versehen: =5 Gulden war dasselbe wie +5
Gulden, nur Schulden statt Guthaben; —7 Grad war
dasselbe wie +7 Grad, nur unter null statt tUber
null; =50 m war dasselbe wie +50m, nur unter
dem Meeresspiegel statt Uber dem Meeresspie-
gel usw. Im tdglichen Leben werden die negativen
Zahlen noch heute vielfach so aufgefasst.

Als eigenstandige Zahlen wurden die negativen
Zahlen nur sehr zégernd anerkannt. Ahnlich wie
die irrationalen Zahlen nannte man sie zunadchst
,defekte”, ,falsche”, ,gedichte (= gedachte), ,fin-
gierte”, ,ungliltige”, ,verneinte” oder schliefilich
Jnegative” Zahlen. Der Anerkennung der negati-
ven Zahlen standen vor allem zwei Schwierigkei-
ten entgegen. Erstens waren die negativen Zahlen
kleiner als 0, man konnte sich aber keine Zahlen
vorstellen, die mit den Worten von Gottfried Wil-
helm Leibniz (1646—1716) ,weniger als nichts” wa-
ren. Zweitens konnte man die Festsetzung ,minus
mal minus ist plus” nicht verstehen, so lange sie in-
haltlich interpretiert wurde. Warum soll das Pro-
dukt von Schulden plétzlich ein Guthaben erge-
ben? Der franzésische Romanschriftsteller
Stendhal (1783—1842) schrieb dazu:

,Nach meinem Daflirhalten war in der Mathema-
tik jede Heuchelei ausgeschlossen, und in meiner
jugendlichen Einfalt glaubte ich, es misste dies
in allen anderen Wissenschaften, die sie, wie ich
gehort hatte, anwandten, ebenso der Fall sein.
Wie wurde mir zumute, als ich merkte, dass kein
Mensch mir erklaren konnte, wieso minus mal
minus gleich plus ergibt.”

Die volle Anerkennung der negativen Zahlen ge-
lang erst im spateren 19. Jahrhundert, als man
sich von den inhaltlichen Interpretationen |6ste
und Zahlen allein durch ihre Rechengesetze (Axi-
ome) beschrieb. Dadurch wurde der Stevin'sche
Zahlbegriff (Zahlen als Quantitdten) von einem
axiomatischen Zahlbegriff abgeldst (Zahlen als
durch Axiome festgelegte Objekte).

© Osterreichischer Bundesverlag Schulbuch GmbH & Co. KG, Wien 2025. | www.oebv.at | Mathematik verstehen 7 SB | ISBN: 978-3-209-12363-3
Alle Rechte vorbehalten. Von dieser Druckvorlage ist die Vervielfiltigung fiir den eigenen Unterrichtsgebrauch gestattet.
Die Kopiergebithren sind abgegolten. Fiir Verinderungen durch Dritte iibernimmt der Verlag keine Verantwortung.



»

Komplexe Zahlen

Im 16. Jahrhundert tauchten Wurzeln aus negati-
ven Zahlen auf. Cardano (1501-1576) stellte die
Aufgabe, die Zahl 10 in zwei Summanden zu zer-
legen, deren Produkt 30 ist (vgl. Seite 232). Die
Aufgabe fiihrt auf eine quadratische Gleichung
und die formale Anwendung der Losungsformel
flir solche Gleichungen liefert die Ausdriicke
5-+1/=5 und 5—/=5. Cardano konnte diesen Aus-
driicken keinen Sinn beilegen und nannte sie
,Sophistische” Ausdriicke.

Gerolamo Cardano
(1501-1576)

Die obige Aufgabenstellung konnte man noch als
unsinnig bezeichnen. Cardano bemerkte jedoch,
dass man mit den Wurzeln aus negativen Zahlen
auch ernsthaftere Probleme I6sen kann. Er ver-
wendete eine Formel zur Lésung von kubischen
Gleichungen der Form x2 + px + q =0 (siehe Seite
237). Dabei kdonnen in bestimmten Fallen wah-
rend der Rechnung Wurzeln aus negativen Zahlen
auftreten, wahrend sich im Endresultat durchaus
reelle Lésungen der Gleichung ergeben. Ahnlich
wie bei den negativen Zahlen begann man die
Wurzeln aus negativen Zahlen als nitzliche Zwi-
schenglieder beim Gleichungsrechnen zu akzep-
tieren, nicht jedoch als Endresultate. Die Frage, ob
sie Zahlen darstellen, wurde kaum gestellt.

Da man mit Wurzeln aus negativen Zahlen jedoch
rechnen kann, insbesondere Gleichungen |8sen
und damit verschiedene Anwendungsprobleme
bewaltigen kann, lag eine Reparatur des bisher
vertretenen Zahlbegriffs in der Luft. Bombelli
(1526—1572) versuchte die Situation durch Einfiih-
rung eines erweiterten Vorzeichenbegriffs zu ret-
ten. Er flgte den Vorzeichen ,plus” (piu) und ,mi-

nus” (meno) noch zwei weitere Vorzeichen hinzu,
die in heutiger Notation +i (piu di meno) und —i
(meno di meno) entsprechen. Fir diese Vorzeichen
formulierte er Vorzeichenregeln:

Piu uia piu fa piu +mal+ gibt+

Piu uia meno fa meno +mal— gibt—

Piu uia piu di meno
fa meno di meno

+mal +i gibt+i

Meno uia piu di meno
fa meno di meno

—mal +i gibt—i

Usw.

Die grole Anzahl an Vorzeichenregeln (insge-
samt 16), die man sich hier merken musste, war
wahrscheinlich der Hauptgrund, warum sich die-
ser Vorschlag nicht durchsetzte.

Die komplexen Zahlen entsprachen nicht dem
Stevinschen Zahlbegriff. Sie konnten namlich
nicht als ,Quantitdten” gedeutet werden, da es
nicht gelang, fur sie eine Ordnung (Kleinerrela-
tion) zu definieren. Deshalb war nur eine beding-
te Anerkennung der komplexen Zahlen in der
Theorie mdglich, die sich dhnlich wie bei den ne-
gativen und irrationalen Zahlen darin dufierte,
dass man die komplexen Zahlen zwar als Zahlen
akzeptierte, aber als ,sophistische”, ,unmdogli-
che”, falsche”, ,eingebildete”, ,imagindre” Zahlen
uA bezeichnete.

Die fortschreitende Anerkennung der komple-
xen Zahlen wurde in der Folgezeit aus drei Quel-
len gespeist: die Mdglichkeit des Rechnens, die
Vereinfachung der Theorie und des Ldsens alge-
braischer Gleichungen sowie die anschauliche
Darstellung in der Gauf3'schen Zahlenebene. Die
endgiltige Anerkennung der komplexen Zahlen
in der allgemein vertretenen Theorie war je-
doch wie bei den negativen Zahlen erst im
19. Jahrhundert mdglich, nachdem der Stevin-
sche Zahlbegriff durch den axiomatischen Zahl-
begriff abgelést wurde. Damit war die Erweite-
rung der reellen Zahlen zu den komplexen
Zahlen vollzogen. Die Ausdriicke ,sophistisch”,
Lunmoglich” usw. verschwanden wieder. Das
Wort ,imaginar” behielt nur mehr eine techni-
sche Bedeutung bei.
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