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Differentialrechnung

Stetige Funktionen und Grenzwerte von Funktionen

an der Stelle 0

a.

0123456787910
Badezeit in Stunden

b. Unstetigkeitsstellen: 2,3, 4...

a.
16 —l
QI) *—0
£ —o
c —o
98 —o0
3 —o
¥ 4l e
—o
0 t t t t t t t t
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Parkdauer in Stunden
b. Unstetigkeitsstellen: 1,2, 3, ...

Mégliche Antwort: Die Temperaturkurve kann in einem Zug gezeichnet werden.

a. zum Beispiel: s=0,16 c. zum Beispiel: s=0,0016
b. zum Beispiel: s=0,016 d. zum Beispiel: s=0,00016
a. kein Grenzwert b. Grenzwert c. kein Grenzwert d. kein Grenzwert
a. y N&hert sich die Zahl x von links der Zahl 1, dann kommt
i f(x) = 2x +1 beliebig nahe an die Zahl 3 heran. N&hert sich

x hingegen von rechts der Zahl 1, dann kommt f(x) = x der
Zahl 1 beliebig nahe. Wegen 1# 3 hat die Funktion f an
24 der Stelle 1 keinen Grenzwert.




Nahert sich die Zahl x von links der Zahl -1, dann kommt

y
21 f f(x) = 2x +1 beliebig nahe an die Zahl -1 heran. Nahert
sich x von rechts der Zahl 1, dann kommt f(x) = x eben-
i falls der Zahl -1 beliebig nahe. Daher hat f an der Stelle
} —-1den Grenzwert —1.
3 2 1 1 2 X
_1--
_2--
_3--
N&hert sich die Zahl x der Zahl 4 dann wird der Betrag
8+ von f(x) beliebig grof} und kommt daher keiner reellen
Zahl beliebig nahe. Daher ist f an der Stelle 4 nicht nur
4T . nicht definiert, sondern hat dort auch keinen Grenzwert.
2 0 4 6 8§ X
_4.-
-8.-

Nahert sich die Zahl x der Zahl =1 dann kommt f(x) der
24 f Zahl - 4 beliebig nahe. Die Funktion f hat daher an der
Stelle -1 den Grenzwert - 4.

~5)=1,051709...
“o5) =1,0050167...

To65) = 1,000500167...

1)
f(5055) = 1,00025004...

N

—h
e~ K » K » N . I
—_

Vermutung: Grenzwert 1
Siehe Schulbuch Seite 201.
Siehe Schulbuch Seite 201.

1.2 Differenzenquotient und Differentialquotient

1 1

1 -1 1 0
63,4° 26,6° 33,7° 45°
1,14,0° 14; 54,5° 1, - 45°

6,92m/s; 11,43 m/s; 11,98 m/s; 12,42 m/s; 12,05 m/s
24 9Tkm/h; 4114km/h; 4311km/h; 44,72 km/h; 43,37km/h
schnellster Abschnitt: 60 m bis 80 m; langsamster Abschnitt: 0m bis 20m



6,55km/h; 582km/h; 512km/h; 6,34km/h
Beim Lagenschwimmen werden die vier Abschnitte in unterschiedlichen Schwimmstilen
geschwommen (Schmetterling, Riicken, Brust, Kraul).

19,67km/h; 18,87km/h; 18,81km/h; 18,29 km/h; 1714 km/h
Der Laufer wurde immer langsamer. Am schnellsten hat er die ersten 5km zuriickgelegt, am lang-
samsten den letzten Kilometer.

10,8 km/h 54km/h Das Fahrzeug ist schneller geworden.
129,6km/h 86,4km/h Das Fahrzeug ist langsamer geworden.
@ ggb/tns 1. Stunde: 17,5km/h; 2.Stunde: 13,125km/h; 3. Stunde: 9,844km/h
9f2e63 3,185h =~ 3h 11min nach dem Start
@ ggb/tns 1. Stunde: 18 km/h; 2. Stunde: 14,4 km/h; 3. Stunde: 11,52km/h
Jac3mi 3,63h (3h 38 min) nach dem Start
Der Radfahrer ist langsamer geworden.
1m/s 6,3km/h
6 « 30T
5 2 25
T 5 © 251
24 §2o--
ot
o 2 o UT
= 2 5t
0 4 4 4 4 4 4 4 4 0 t t t t t t t t
0051152253354 0051152253354
Zeit in Sekunden Zeit in Stunden
1,5m/s 16,3km/h
6 — 60“
b} % 50
o 5 © 50T
24 §4o--
£3 T30t
g2 ©20+
= 2 104
0+—+————+ 0 P e——
0051152253354 0051152253354
Zeit' in Sekunden Zeit in Stunden

5. April=15. Mai: -3,50€/Tag; 15. Mai—14. Juni: 1,40€/Tag
Der Quadratmeterpreis ist vom 5. April bis zum 15. Mai durchschnittlich pro Tag um 3,50€ gesun-
ken und im Zeitraum vom 15. Mai bis zum 14. Juni durchschnittlich pro Tag um 1,40 € gestiegen.

2002-2010: 0,19€/Jahr; 2010—2016: 0,23 €/]ahr
Der Preis ist von 2010 bis 2016 starker gestiegen als von 2002 bis 2010.

1. bis 7. Janner: 2,50cm/Tag; 7. bis 17. Janner: - 0,60 cm/Tag; 17. bis 21. Janner: 3,25cm/Tag
Vom 1. bis zum 7. und vom 17. bis 21. Janner hat die Schneehdhe zugenommen, im Zeitraum vom 7.
bis 17. Janner hat sie abgenommen.



Aufgaben 32—34

32 Jahr Zuwachs in FLOPS/Jahr
1946-1960 32143
1960-1972 15593750
1976 -1990 1639285714
1990-2002 2986400000000
2002-2012 1755414000 000 000
2012—-2016 18852500 000000000

33 a. 91cm/Jahr

b. Alter Korpergrofie Wachstumsrate
in Jahren incm in cm/Jahr

0 56 -
0,25 69 52
0,5 73 16
0,75 78 20
1 81 12
1,5 89 16
2 94,5 1"
3 100 5,5
4 110 10
5 17 7
6 128 1
7 136 8
8 144 8
9 155 "
10 160 5
g 165 5
12 170 5
13 177 7
14 184 7

c. im Zeitraum vom 10. bis zum 12. Lebensjahr
d. im1, 2., 4.,6.und 9. Lebensjahr

@ ggb/xls 34 a.

xt39jh

0+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+
0123456 78910112
Alter in Jahren

b. 8,6cm/Jahr



R
Link

47wca7

Alter Korpergrofie
in Jahren in cm

0 56
0,25 65
0,5 72
0,75 76,5
1 81
1,5 86
2 90
3 99
4 106
5 115,5
6 124
7 132
8 136
9 143
10 149
M 153
12 159

im 8. und im 11. Lebensjahr

bis zum Alter von 1,5 Jahren und im 3. und 5. Lebensjahr

Wachstumsrate
in cm/Jahr

36
28
18
18
10

© |0

<

[N NN NENEE- e RV REC RENRRNeRNo.]

Wachstumsrate in cm/Jahr

0123456789111
Alter in Jahren

Bergfahrt: 13,18 km/h; 13,70 km/h; 12,15 km/h; 8,52km/h; 13,06 km/h

Talfahrt: 13,06 km/h; 17,04 km/h; 9,45 km/h; 13,7km/h; 4,39 km/h

Je steiler der Streckenabschnitt ist, desto kleiner ist die Geschwindigkeit bei der Bergfahrt und

desto grofer ist die Geschwindigkeit bei der Talfahrt. Der steilste Abschnitt ist der Abschnitt

Ternitzerhlitte — Baumgartner, der flachste Abschnitt ist zwischen Hengsttal und Hengsthiitte.
Abfahrt: Die steilste Strecke ist schnell; beim flachsten Abschnitt ist die Seilbahn sehr langsam.

Hohen der Schneebergbahn:
Puchberg: 577m.0.A.

Hengsttal: 613 m.U.A.
Hengsthiitte: 1012 m.0.A.
Ternitzerhitte: 1231m.0.A.
Baumagartner: 1398 m.u.A.
Hochschneeberg: 1792 m.U.A.
mittlere Steigungen:

Puchberg — Hengsttal: 0,56 %
Hengsttal — Hengsthiitte: 0,30%

Hengsthiitte — Ternitzerhitte: 0,87 %
Ternitzerhitte — Baumgartner: 0,98 %
Baumgartner — Hochschneeberg: 0,69 %

In der zweiten Woche nach dem Auspflanzen ist die Pflanze durchschnittlich um 1,19 cm pro Tag

gewachsen.

Zwischen 6:00 Uhr und 12:00 Uhr ist der Pegelstand des Baches pro Stunde durchschnittlich um 10cm

gestiegen.

470,11 Punkte/Monat
-17715 Punkte/Monat
Von Februar 2016 bis Mé&rz 2016 ist der DAX durchschnittlich um 470,11 Punkte gestiegen. Von

Dezember 2015 bis Juni 2016 ist der DAX durchschnittlich pro Monat um 177,15 Punkte gefallen.

9



um 2,8°C/Minute
um 0,Tmbar/H6henmeter

Momentangeschwindigkeit: 35m/s =126 km/h
Durchschnittsgeschwindigkeit: 35,0035 m/s =126,01km/h

zurlickgelegter Weg: 12 km; Durchschnittsgeschwindigkeit: 3km/h
4km/h; 3km/h; 2km/h

st
A%

0 1 2 3 4
Zeit in Stunden

P

Weg in km

v mit v(t) =6t +10
(t in Sekunden; v(t) in m/s)

v mit v(t) =100t +100 400m/s
f(@a)=4a%f(1)=4
f(a)=4a; f(1) =4
fa)=a; f(-3)=-3
f@)=-2a+3;f(2)=-1

7 7 7

zum Beispiel: y

0

Der Autobus bremst ab, da die Steigung der Tangente im Zeit-Weg-Diagramm immer kleiner wird.
15,5 t

0 e A R
005115 2253354455
Zeit in Sekunden



Nach 3 Sekunden betragt die Geschwindigkeit des Busses 15,5m/s = 55,8 km/h.
180km/h
ca.375m/s

300 1+

250 1

Weg in Meter
- N
Ul o
o o

0 1 2 3 4 5 6 7
Zeit in Sekunden

Nach 3s erreicht das Rennauto eine Momentangeschwindigkeit von 375km/h =135km/h.

Siehe Schulbuch Seite 201.
Siehe Schulbuch Seite 201.
Siehe Schulbuch Seite 201.
Siehe Schulbuch Seite 201.
Siehe Schulbuch Seite 201.

1.3 Ableitungsregeln

fmitf'(x)=6x+7
f'mitf'(x)=-2x+5

' mit f'(x) = 6x2>—8x + 2
f' mit f'(x) =-3x2+6x—5
p’ mit p'(x) = 9x% + 4x +1

p’ mit p’(x) = 8x>+ 3x p’ mit p’(x) = 5x” + 6x

C A
' mit () =~  mit £ =5  mit 00 =~  mit () =-2
Fmit 00 =5 Fmit F0 =5 F mit ()= -2 f mit 0 = 2
B D
mit ) =5z £ mit £60 =51 Fmit £ ===
-Vu
S i grrn 3 e 1 e A
frmit £00 =273 Fmitf)=- Fmit (===
f’mitf’(t)=9’5ﬁ £ mit f'(2) = ——3

3-12°
h’ mit h'(x) = 6x2+10x — 3 h’ mit h'(x) = 80x3 + 45x2 —16x — 6
h’ mit h’'(x) =8x> —3x2 +18x — 4

f mitf')=(-7x3+2)- ' mit f'(x) =

232 _acyih? 4 9i2
5 f mit 00 = 2x ¥x + 33 B 12;((\/x—+2\/x—

1
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P ) — 2= 10X—6
h’ mlth(x)—( +4)2 h m'th(x)_4x2—20x+25
P oy X 2+12x—13 _ —28x+19
h mlth(x)——XZ+12X+36 h'mith'(x) = 72 Py
x+D-x_ 1
fmitf'(x) = T )
y g _6x(x2+1)—3x2-2x_ 6X
f'mit f'(x) = o212 =217
v e (X F 6P H N = (P + 20 (BX*—2%)  -3x4 + 6x2+ 2x
fmltf(X)— (x3—x2+1)2 - (X3—X2+1)2
b ey 0 =) = (2x = DX 3x =2
f' mit f'(x) = P = o)
D C
' mit f'(x) = 6(2x + 4)? £ mit f/(x) =12x2(03 +1)°
mit t'(x) = X —2Xx+ X— mit '(x) = 4(x” —2x* + X —4x
' mit £(x) = 3(4x% — 2x + 5)2(8x — 2) £ mit £() =403 — 2x% +1)> (3x% — 4x)
D C
v ey 3 _ -6t _ 2t+3
f mit f'(t) =] ' mit f'(t) = 7%3 = fmitf'(t)= . \W
P N5 i Y — fo ey 152 +2
a mlta(x)—zm ¢’ mitc’(x)= 376507 g’ mit g’(x) M
PN — X P iy dAx+4 PN 54X =6
1-x 3-V(Tx+4x—4 3-(18x> — 6X)
b’ mit b'(x) e d’ mitd'(x) e " mit f'(x) T8 =
Markierte Fehler: f(x)—% V3x2—2x+1-(3x—2)
Richtig |stf(x)—% ‘/17 (6x—2).
' mit f'(x) = 33 £ mit /(x) = (6x — 2)e3 ~2x*1
£ mit '(x) = 2x- e~ f' mit f'(x) =2-e>*1
£ mit £ = -x-e> £ mit £/(x) = (8x + 3) -’ +3x8
e LI _ b6x—4
' mit f'(x) = 5x+’l ' mit f'(x) =« ' mit f'(x) = 3 —ix
' mit f'(x) =1In(2)-2* ' mit f'(x) = TIheo) |n1(10)
' mit () =5In(3)-3* ' mit £ = 505
a’mita’'(x) =In(x) +1 d’ mit d'() = (4 —16x)In(x) + 2 =8

b’ mit b’(x) = x-In(x) +%x
¢’ mitc’'(x)=2x+7)In(x) +(x+7)
Siehe Schulbuch Seite 201.
Siehe Schulbuch Seite 201.
Siehe Schulbuch Seite 201.
Siehe Schulbuch Seite 201.

g’ mit g’(x)=ex-|n(x)+ey

" mit f'(x) = 2x In(4x) + x




Aufgaben 100—104

100  Siehe Schulbuch Seite 201.

1.4 Monotonie, Extremstellen und lineare Ndaherung

101 a. e.
y y
5t 5t
4 vl
3 L {
2-- +
1+ /‘ 1T
-6-5-4-3-2-10] 1\z;/ézlx X 6-5-413-2-19] 12 3 4%
_2.- _2.-
i34+ . -3+
st.
44 m. =i st.m. {st.m.
st .Wa.ust.m.falﬁglst.m.wa. stm.wa. : fal.istm.wa.. fal. | wa.
+ — + + — + - +
b d f.
y y
- 5.-
{ 4-- +
L 3-- +
L 2-- +
{ 1.- L
—t ¢ ¢ bt ¢ AN bt S e B ¢
-6-5 123 4% 6-5-4-3-2/1%4 23 4% 6-5-4-3/2-10]
-4 istmim.im. i stm.
st.m. fal.i stm. wa, ist.m. fal.ist.m. wa. stm.fal. iwa,ifal.iwa.; stm.fal. stm.fal. | “wa.
- D o e e B o s
— + — + — + — + — — =+
102 a. B b. D e A d. C
103
g

104 zum Beispiel:

13
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y y y y
8 t 8+ 8 3+
4 41 4 41
t | +—+ f t :f\: +—+
4 4 8X 8 -4 0] 4\ 88X 8 -4 0 4 88X g8 44/ 0 8 X
4 44 4 4t
=4 fl =4
8 -8t 8 -8t f
y y y y
8 8 8+ f 8 f
4 4 4 4
f T \
4 O 4 gX w A o4 =X -8 4'&/4 8% -8 4 'Q-WSX
4 44 -4 44
8 -8t 8 gt

Extremstellen: -1,79 und 1,12; Extrempunkte: (-1,7911,64) und (1,121-0,81)
streng monoton fallend auf (-1,79; 1,12); streng monoton wachsend auf (- 0; =1,79) und (1,12; )

streng monoton fallend auf (- «; 1) und streng monoton wachsend auf (1; )

Extremstelle: 1

streng monoton wachsend auf (- «; =1) und streng monoton fallend auf (-1; «)

Extremstelle: -1

streng monoton wachsend auf (- %; —0,79) und streng monoton fallend auf (-0,79; 2,12) sowie
streng monoton wachsend auf (2,12; <)

Extremstellen: —0,79 und 2,12

streng monoton wachsend auf (- ; 0,21) und streng monoton fallend auf (0,21; 3,12) sowie
streng monoton wachsend auf (3,12, «)

Extremstellen: 0,21 und 3,12

streng monoton fallend auf (- «; -0,08) und streng monoton wachsend auf (-0,08; 4,08) sowie
streng monoton fallend auf (4,08; =)

Extremstellen: -=0,08 und 4,08

streng monoton fallend auf (- «; - 6,27) und streng monoton wachsend auf (-6,27; -1,06) sowie
streng monoton fallend auf (-1,06; )

Extremstellen: -6,27 und -1,06

streng monoton fallend auf (- e; 0); streng monoton wachsend auf (0; «)
(%)
4t f

3+




streng monoton wachsend auf (- <; 0); streng monoton fallend auf (0; «); H=(011)
f(2)
3.-

streng monoton fallend auf (- o; —2); streng monoton fallend auf (-2; «); T=(-21-0,736)

f(u)
3--
f
2..
".-
3 -2 1 U
T 1

streng monoton wachsend auf (- o; —2) und (0; =°); streng monoton fallend auf (-2; 0);

H=(-210,541), T=(010)
()

L3 3 4o T
streng monoton fallend auf (- ; —0,352); streng monoton wachsend auf (-0,352; «);
T=(-0,35210,827)
f(2)
4+ f
3..

2+

4

E RS I R

streng monoton fallend auf (- e; 0); streng monoton wachsend auf (0; «); T=(010)
f(u),

4+ f

3..
2+
1+

- S ) AT
tmittx)=-1+6(x—1) -1,6 0,049

A D

15
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16

t77na7

Gleichung der Tangente: y=6x — 5

y

ol T

N -~
t t

o
A
N+

<

5 A \
.4..
Gleichung der Tangente: y=2x+6

y
6

/t

ERkaEat

Gleichung der Tangente in (11f(1)): y=-3x+7; Gleichung der Tangente in (41f(4)):y = %x -1

um -0,00308 m/s? pro km
9,691m/s? 9,690 m/s?

Siehe Schulbuch Seite 201.
Siehe Schulbuch Seite 201.
Siehe Schulbuch Seite 201.
Siehe Schulbuch Seite 202.
Siehe Schulbuch Seite 202.
Siehe Schulbuch Seite 202.
Siehe Schulbuch Seite 202.



1.5 Die zweite Ableitung

I, D I, B I, A IV,C

f'(12)=5; f"(12)=0 f'(-2)=13; f"(-2)=-10

D=4, f"-1)=-2 f'(-2)=-16; f"(-2)=40

() =5; f"(1)=10 '(2)=36; f"(2)=40

a’'mita’'(z)=e% a"mita"(z)=¢€* d' mitd'(z)=e*+z-e% d"mitd"(z)=2e*+z-€*

b’ mit b'(z) = 3%-In(3); b” mitb”(z) = 3*-In(3) 9’ ' mitg'@=1; e" mite"(z)= —%

¢’ mit c'(z) =2e%; ¢” mit ¢"(z) = 4e% Fmitf@)=In@+1; £ mitf'@)=1
a=3; f3)=2; f'(3)= %,- f'(3)=0 a=3; f3)=3; f'(3)=0; f"(3)<0
a= 4; f(4) = 2; f’(4) = %; f"(4) <0 a= 4; f(4) = 4; f’(4) = —1; f"(l}) <0

y y y

8+ 8t 8+

4t 1 4 4

/ I f

0 i g X of 4 X i g X

y y y

8 8+ 8

4 \f 41 f 4 \\

f
hods

0 4 g X 0 4 g X 0 4 g X
A B
Wendestelle: 4; Wendepunkt: (41-6) y=-8x+26

. . _7N 5 _17. ., 32

Wendestellen: -1 und 2; Wendepunkte: (-11-2) und (212) y=33X+33 und y= 33X+ 33
D B

linksgekrimmt auf (- ; =1,05) und (2,05; =), rechtgekrimmt auf (-1,05; 2,05)
Wendestellen: =1,05 und 2,05
Gleichungen der Wendetangenten: y =15,03x + 15,03 und y =-15,03x + 30,06

@ ggb/tns Siehe Mathematik anwenden HUM-Online.
w3z Wendestellen in 0, V3 und V3

Eine Polynomfunktion vom Grad 3 muss einen Wendepunkt besitzen, weil die zweite Ableitung eine
lineare Funktion ist, die nicht konstant ist, und daher eine Nullstelle hat.

(=315,05); (21-1,2)
Extremstelle: %; Extrempunkt: (% ‘ —1,08)

Extremstelle: 0,25; Extrempunkt: (0,2510,53)

17
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1.6

Extremstellen: 0 und %; Extrempunkte: (010), (%‘ —1,19)

Extremstellen: -0,5 und 2,35; Extrempunkte: (-0,3510,93), (2,351-18,93)
Extremstellen: -1, 0 und 1; Extrempunkte: (-=110), (011), (110)

Extremstellen: -1,58, 0 und 1,58; Extrempunkte: (-1,581-0,25), (016), (1,58 1-0,25)

(31-20,09) (2,511,32)
Es gibt kein lokales Extremum, aber einen Sattelpunkt S=(012). 211,0)
((1N))] (-11-2,5); (112,5)

Die Ableitungen der Funktionen f und g sind f' mit f'(x) =1,5x* — 6 und g’ mit

g'(x)= % (0,5%% — 6x + 9)’%- (1,5x% - 6). Die lokalen Extremstellen sind die Nullstellen von f' und g'.
Diese zwei Funktionen haben dieselben Nullstellen.

Die Ableitungen der Funktionen f und g sind f' mit f'(x) = 2x — 2 und g’ mit g'(x) =
Die Funktionen f' und g" haben dieselben Nullstellen.

Die Ableitungen der Funktionen f und g sind f' mit f'(x) = 3x> =1 und g’ mit

g =132 ).

Die Funktionen f' und g" haben dieselben Nullstellen.

1
x2—2x+3

-(2x—2).

2,33m/s? 5,45m/s? 772m/s?
2,55m/s? 10,9s
v mit v(t) = t2+ 2t; a mit at) = 2t + 2 8m/s 10m/s?

v mit v(t) = 0,04t> = 1,582 + 10t — 3; a mit a(t) = 0,12t — 3t +10
nach 3,96s; 18,23 m/s
-6,32m/s% Da diese Beschleunigung negativ ist, bremst das Fahrzeug.

Siehe Schulbuch Seite 202.
Siehe Schulbuch Seite 202.
Siehe Schulbuch Seite 202.
Siehe Schulbuch Seite 202.
Siehe Schulbuch Seite 202.

Anwendungen der Differentialrechnung

Fir f mit f(x) = ax2+bx + ¢ ista=%, b=1,c=-4.Also istfmitf(x)=%x2+x—4.
Fur f mit f(x) = ax?>+ bx + cista=0,25, b=1, c=-3. Also ist f die Funktion mit f(x) = 0,25x> + x — 3.

Die Flugbahn ist der Graph der quadratischen Funktion f mit f(x) = ax? + bx + ¢ so, dass
f(0)=c=1,7 f(0)=b=1und f(27) = 27%a+ 27b+c=2 ist.

a=-0,037;b=1c=17

in 13,51m Entfernung

) f0)=0

1) f'(0)=tan(33°)

ly f(16)=0

bzw.

) a-0’+b-0+c=0

) 2a-0+b=tan(33°=0,649
) a-16°+b-16+c=0



Nach |) ist c=0, nach Il) ist b=0,649 und nach IIl) ist 256a +16-0,649 =0, also ist a =—-0,041.
2,57m

ggb b mit b(x) =-0,015x? + 0,428x + 0,13
g7fq67

15 202 25
Xximnm

ja (Hohe des Balles beim Tor: 2,28 m)

Abstofswinkel: 23,17°; Fangwinkel: 11,42°

318m

Die Funktion f ist quadratisch und hat daher nur eine Extremstelle.

0 5 9210

Fur f mit f(x) =ax® + bx* + cx + d ista=-0,08, b=0,12, c="1,44,d =-1,24.
Also ist f die Funktion mit f(x) = —0,08x> + 0,12x% +1,44x —1,24.

Fur f mit f(x) = ax® + bx2+cx +d ist
) f(2)=0

I f1=0

ny f¢-1=0

V) f(-1)=225

bzw.

) 8a+4b+2c+d=0

I) -a+b—c+d=0

1) -6a+2b=0

IV) 3a—-2b+c=225

)} 8:0,25+4-0,75+2-(-15)+(-2)=0
)  -0,25+0,75—(-1,5)+(-2)=0
I -6-0,25+2-0,75=0

IV) 3-0,25—2-0,75+(-1,5)=2,25

Fur f mit f(x) =ax>+bx?+cx+dista=5b=-15¢c=15d=0.
Also ist f die Funktion mit f(x) = 5x3 — 15x% + 15x.

R .
ggb (gerechnet mit tan(32°) = 0,62)
7odeju 31 341 31
: _ 3 2.3
h mit h() =-25500%" *30000% * 50X

(o))
o
|
1

Hohe in m
D
o

N
o
|
1

h

0

0 20 40 60 80 100 120
Entfernung in m

Fiir f mit f() =ax® + bx? + cx+d ista= -5z, b=-%, c="1,d =0.
Also ist f die Funktion mit f(x) = —u%xg + %xz +X.



€ Eingangsbereich

0 4 8 12 16 20 24 28 32
X indm
Fur f mit f(x) =ax® +bx?+ cx+dista=-10"> b=0,003,c=0,d =0.
Also ist f die Funktion mit f(x) = —=107°x> + 0,003x°.
16,7°
;

3
7,33 m (ber der Talstation
Fur f mit f(x) = ax” + bx + c ist a = 75655, b=132%,

Also ist f die Funktion mit f(x) = 101@% + %x.

c=0.

Momentangeschwindigkeit: 7m/s = 25,2km/h
Durchschnittsgeschwindigkeit: 8,005m/s = 28,818 km/h

18,0m/s 21,0m/s
170m 23,0m
amita(t)=3,8
a(3)=3,8m/s?
4+ a
L3t
€
=2t
1
0 2 4 6 8 10 0 | | ! !
tin Sekunden 0 A e 8 10

v mitv(t)=3,8-t tin Sekunden

v(5)=19m/s

401

N w
E= N
f '
T T

v(t) in m/s

=
(o))
fi
T

o [ore]
f
T

0 2 4 6 8 10
tin Sekunden



amita(t)=3

4-.

3 =

€

£y

T

’]-.
} ! ! ! ! 0 - - - - -
2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
tin Sekunden tin Sekunden

vmitv(t)=3t+25

40

v(t) in m/s
N w
S N

N
(o] [e)}
N i
T T

0 2 4 6 8 10
tin Sekunden

64,8km/h

50m/s =180km/h

5m/s?

€ 6004+ 400m Uber dem Boden
=579m nach dem Absprung

£
5001
()
= 4001
2
2300+
$200+
(@]

p )
5 100t
N

0

ab hier konstante
Geschwindigkeit

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Zeit in Sekunden
Fir s mit s(t) =at>+ bt +cista=0,75b=1,c=0. Also ist s die Funktion mit s(t) = 0,75t> + t.
30,6 km/h
1,5m/s?

Fir s mit s(t) =at?+bt+cista=2,6,b=0,c=0. Also ist s die Funktion mit s(t) = 2,6t~
56,16km/h
56,16km/h

Die Geschwindigkeit des Radfahrers nach t Sekunden ist

1 _13t+1-13
2t +1 Vt+1

7,69m/s=2769km/h 9,08 m/s=32,69km/h
0,442 m/s? 0,178 m/s?

v(t)=s'(t)=13—-26-

Beschleunigung am Start: 20 m/s?
Beschleunigung nach 1s: 2,5m/s?
Beschleunigung nach 5s: 0,093 m/s?
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4yq365

0 40 80 120 160 200
Anzahl der Tage
nach dem Erscheinen der App

Die Anzahl der Downloads am Tag t ist f(t +1) — f(t), also die mittlere Anderungsrate von f im
Intervall [t; t +1]. Diese wird durch die momentane Anderungsrate f'(t) angenéhert.
nach ca. 86 Tagen mit 50000 Downloads pro Tag

105,1; Im ersten Jahr ist der Bestand dieser Vogelart um 105 Vogel gewachsen.
(15,68 1600)

[

<
£.600
o)

H = (15,68 1 600)

S 0+ttt
N 0 4 8 1216 20 24 28 32 36 40
Anzahl der Jahre nach 2015

Das Wachstum des Vogelbestands ist nach 15,68 Jahren mit einem Zuwachs von 600 V&geln pro
Jahr am gréfiten.
im Jahr 2050 (t=34,8)

0,55m/]ahr. Die Fichte wachst innerhalb der ersten 10 Jahre durchschnittlich um 0,55m/)ahr.
v mit v(t) = 0,567 - e~ %0063t
Alter: 130 Jahre; Hohe: 50,3 m

Ldnge =Breite=25m

x=20,y=-20

a=b=10cm

a=50m, b=25m, A=1250m?

5,66cm

a=11,08cm; b=1216cm; c=392cm; V_,, =528,15 cm?
a=3155cm; b=2310cm; c=8,45cm; V= 615840 cm?
Seitenlange: 2,52dm

Abmessungen: 7,21cm; 9,62 cm und 14,42 cm
Durchmesser: 8,6 cm; Hohe: 8,6cm

r=11,68cm; h=11,68cm

r=2515cm; h=50,3cm

Siehe Schulbuch Seite 202.

Siehe Schulbuch Seite 202.



Siehe Schulbuch Seite 202.
Siehe Schulbuch Seite 202.
Siehe Schulbuch Seite 202.
Siehe Schulbuch Seite 202.

Zusammenfassende Aufgaben

5m/s

Da die Steigung der Tangenten im Zeit-Weg-Diagramm mit wachsender Zeit zunimmt, wird die
Geschwindigkeit immer grofier. Daher muss die mittlere Geschwindigkeit in den ersten

4 Fahrsekunden kleiner sein als in den ersten 10 Fahrsekunden.

C A

2011-2013: 327,43 Punkte/Jahr; 2013—2015: -74,8 Punkte/|ahr
Von 2011 bis 2013 ist der Schlusskurs des ATX durchschnittlich jéhrlich um 327,43 Punkte
gestiegen, von 2013 bis 2015 durchschnittlich jahrlich um 74,8 Punkte gefallen.

20m/s
H y y

T T f

21 21

w | H i
L '\Q, A\ | .\QH.
——H WX —+— } -
4 F2 Y2 2 9N 2| 4 _

-2 24 w

Ldnge = Breite=200m

Begriindung:
ist falsch, weil f(-1) =-6 ist.
ist richtig, weil f"(—g) =0 ist und f(—%) =6.
ist richtig, f hat die Nullstellen 1, -2 und -4.
ist falsch, weil f'(0) = 2 ist.

Die Schnittgerade der horizontalen Ebene mit der Querschnittflache entspricht in der Grafik der
x-Achse. Der Graph von f schneidet die x-Achse in den Punkten (x,10) und (x, | 0), dabei sind x, und x,
die Nullstellen von f. Wir bezeichnen die kleinere Nullstelle mit x,. Die Steigung der Tangente im
Punkt (x,10) an den Graphen von f ist f'(x,). Weil der Steigungswinkel o mit tan(e) = f'(x;) zwischen 0
und 90° liegt, ist oc=arctan(f'(x,)).

Gleichférmig: B, E; Beschleunigt: A, C; Verzdgert: D, F

Fur f mit f(x) =ax>+bx?+cx+dista=1,b=-2,c=3,d=-4.
Also ist f die Funktion mit f(x) = x> — 2x? + 3x — 4.

D C B A

23
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16,2m/s

100
80T e
g 60T 28
= 407 'o“@
20t

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Zeitins
Man erkennt in der Zeichnung, dass die Steigung der Tangente an den Graphen von s im Punkt
(51s(5)) grofier ist, als die Steigung der Sekante durch die Punkte (01s(0)) und (81s(8)).

) a-02+b-0+c=04
I) 2a-0+b=tan(40°)
1) 2a-17+b=0
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2 Regressionsrechnung

21 Lineare Regression

1,44 116

m mit m(x) =10,161x + 77,815 (Miete in Euro bei xm? Wohnfldche)

1500 1
®1200
£
@ 900
2 600t
=

300t

0 - - - - - - -
0 20 40 60 80 100 120 140
Wohnflache in m?

ca.1297€

Pro zuséatzlichem Quadratmeter Wohnflache nimmt die Miete im Schnitt um 10,16 € zu.

v mit v(x) = 0,0611x + 2,6081 (Verbrauch in /100 km bei x kW Leistung)

2
o
L
T

(o]
|
T

[e)}
|
T

Verbrauch in [/100km

4 : . } }
40 60 80 100 120
Leistung in kW

ca. 9,31/100km
Steigt die Leistung um 1kW, so steigt der Benzinverbrauch um ca. 0,06 | pro 100 km.

B (r=-1heift, dass alle Punkte auf einer Geraden mit negativer Steigung liegen.)

D (r=-0,73 heifit, dass die Steigung negativ ist und die Punkte leicht verstreut liegen.)
A (r=1 heift, dass alle Punkte auf einer Geraden mit positiver Steigung liegen.)

C (r=0,8 heift, dass die Steigung positiv ist und die Punkte leicht verstreut liegen.)

B C

K mit K(x) =10,76x — 95,309 (Kalorienverbrauch bei xkg Kdrpermasse)

N
o

Energieverbr. in kal

>~ o o

50 60 70 80 90 100 110
Masse in kg

r=0,98; Die Daten sind sehr stark positiv korreliert.

Die positive Steigung der Regressionsgeraden bedeutet, dass der Kalorienverbrauch mit der Kor-

permasse zunimmt.

25



@ ggb/xls/tns f mit f(x) =-0,0759x + 2,723; r = 0,85; Der Zusammenhang ist sehr stark.

59656f

£ 2+

£

g151

2

F

g 17

=

0,5 t t } +
10 15 20 25 30

60mins

f mit f(x) =-0,2714x + 9,3632; r = 0,68; Der Zusammenhang ist nicht stark.

Ballwurf inm

0 15 20 25 30
60mins

f mit f(x) = 3,936 x —0,9009; r = 0,89; Der Zusammenhang ist sehr stark.

Ballwurf in m

0,5 + + ¢ ¢
06 1 14 18 22
Weitsprung in m

@ ggb/xls/tns U mit U(x) = 1,0441x + 0,3348

sbuker r=0,97, das heifit, Werbung und Umsatz sind sehr stark positiv korreliert.
Pro 1000€ Werbeausgaben steigt der Umsatz um 104410 €.
&
ggb/xls/tns
bg2g3f

N N
o a
} |

Bestzeitins
O

o]
N
T

7 f f f f f
25 3 35 4 45 5
Training in h

f mit f(x) = -1,6696x +15,2155; r =-0,90
Wiirde Joe seine Trainingszeit auf 10 Stunden erhdhen, wiirde er nach dem Modell weniger als 0s
fiir das Stapeln der Becher brauchen. Das Modell ist daher auf lange Sicht ungeeignet.

Siehe Schulbuch Seiten 202 und 203.
Siehe Schulbuch Seite 203.
Siehe Schulbuch Seite 203.
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2.2 Weitere Regressionsmodelle

Kq mit Ky(x) = 0,59224x* — 8,00259x + 712715261
K, mit K (x) = 0,00669%> —1,67024x> + 203,06302x + 273344
Die kubische Kostenfunktion scheint die Kosten besser wiederzugeben.

35000
30000
¥ 250001
€ 20000 1
% 15000 1
* 10000+
5000

0

K

kubisch

quadratisch

0 40 80 120 160 200
Anzahl der Gitarren

K4(250) = 42141,55 €; K\ (250) = 53 677,89 €

Ky mit K (x) = 0,3316x2 + 2,1279x + 24,7801

K, mit K (x) = 0,0771x* —1,0538x? + 9,345x + 14,9183

Der Standardfehler der kubischen Kostenfunktion ist mit 0,0859 GE geringer als der Standard-
fehler der quadratischen Kostenfunktion mit 0,8815GE. Daher ist die kubische Ndherung genauer.

801
70+
w
60+
£
50T
Za01
o
X~ 30+
201
10

Kkubisch

012345678910
Produktionsmenge in ME
quadratische Regression: 98,06 GE; kubische Regression: 108,50 GE

N mit N(p) = -0,0438p? + 5,7735p + 14 226,9362 (Nachfrage in Stiick beim Preis p)
ab 639,65€

16+ o
124
8..

4..

Anzahl Einwohner/innen in 1000

0 4 & 12 1
Anzahl Jahre nach 2000
f mit f(t) = 7,9478-1,0417" (Anzahl der Einwohner/innen im Jahr 2000 + t)
um 417%
Der Zeitraum bis zum Jahr 2020 ist relativ kurz. f(20) =17,98 wiirde bedeuten, dass im Jahr 2020
ca. 18000 Einwohnerinnen und Einwohner in der Gemeinde leben. Sollten die Bedingungen gleich

bleiben, kann diese Zahl als grobe Schatzung verwendet werden.

27



@ ggb/xls/tns f mit f(t) =1,4357- %913t (Bevélkerung in Mrd. im Jahr 1900 + t) um 1,4 % 2039

jc3c7m
@ ggb/xls/tns f mit f(t) =7,7437-1,7222% (Anzahl der Bakterien nach t Stunden)
n37cp8 um72,22%
nach ca. 8,94 Stunden
@ ggb/xls C mit C(t) = 0,0022t + 0,0750t —1,6701
bz6dz4
51
541
=3
£
ST
(@] 1+
O ]

——— t t
1820 1860 1900 ’Ih940 1980 2020
Jahr

C mit C(t) =1,0881-1,0344% bzw. C(t) =1,0881-%00338t

w &~ U
f ' |
1 1 1

N
+

CO, in Mrd t

[ RN
|
+

1820 1860 1900 1940 1980 2020
Jahr
Das quadratische Modell stimmt ab 1930 recht gut mit den gegebenen Werten lberein, in dem
Zeitraum davor allerdings tberhaupt nicht. Das exponentielle Modell gibt den Verlauf des
Diagramms insgesamt besser wieder, die Werte sind aber ab ca. dem Jahr 2000 zu hoch.
Zum Beispiel im Jahr 2013 betrug der CO,-Ausstofs weltweit ca. 36 Mrd. Tonnen.
quadratisches Modell: 35,1 Mrd. Tonnen; exponentielles Modell: 49,7 Mrd. Tonnen
Das quadratische Modell liegt ndher am tatsachlichen Wert.

@ ggb/xls f mit f(t) = 85,384 - e~ %32 (Schwefeldioxid-Konzentration in ug/m? im Jahr 1980 + t)
orizet um 12,37%

@ ggb/xls f mit f(t) =116,38 - e~ %1t (Schwefeldioxid-Konzentration in pg/m? im Jahr 1980 + t)
V79185 um 18,05%

Im Zeitraum von 1980 bis 1990 ist der exponentielle Zusammenhang stérker als im Zeitraum von 1980
bis 2003. Nach 1990 wird die durchschnittliche jahrliche prozentuelle Abnahme geringer.

R
ggb/xls/tns

604284 3000

N
o
o
(=]

g

1000 ¢ ® o oo ?

Kumulierte
Nennleistung in MW
L 2

0 2 4 6 8 10 12 1% 16
Jahre nach 2000

Der anndhernd s-formige Verlauf des Punktdiagramms |dsst am ehesten auf eine kubische
Funktion schlief3en.
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Wahlt man den Zeitpunkt t =0 fiir das Jahr 2000, so betrdgt die kumulierte Nennleistung nach
t Jahren ungefahr g(t) =1,57t> — 31,57t* + 280,22t — 90,49 MW.
Berechnet man die Funktionswerte von g an den Stellen 0,1, ..., 16, so erhalt man nicht allzu

groe Abweichungen von den vorgegebenen Nennleistungen. Allerdings steigen die Funktions-

werte von g dann sehr stark an (zum Beispiel ist g(31) = 25029) und es ist nicht anzunehmen,
dass sich die kumulierte Nennleistung innerhalb von 15 Jahren fast verzehnfacht.

Siehe Schulbuch Seite 203.

Siehe Schulbuch Seite 203.

Siehe Schulbuch Seite 203.

Zusammenfassende Aufgaben

ADCB

b mit b(x) = 23,281x — 38 518 (Bevdlkerung in Tausend im Jahr x)
Ja, der Zusammenhang ist sehr stark, der Korrelationskoeffizient ist 0,99.

o

Bevdlkerung in Mio
~N
Ul g U1 0 Ul

o

950 1960 1970 1?8}9 1990 2000 2010
anr

N

b(2030) = 8 744. Diese Prognose erscheint realistisch. Eine Prognose ist aber sehr schwierig, da
zukunftige Entwicklungen nicht sicher eingeschatzt werden kénnen.

f mit f(x) =1,1x+5,7

r=0,82

r=0,8; Die Anzahl der Versuche und die Anzahl der Worter sind sehr stark positiv korreliert.
Bei jedem Versuch kann sich Herr Birner um ca. ein Wort mehr merken als zuvor.

f mit f(x) =-0,647x+17,188

15

ol T

54 t t t t t
4 6 8 10 12 14
Alter in Jahren

Zeitins

Es ist nicht sehr sinnvoll Voraussagen zu treffen, da mit steigendem Alter die Leistungen nicht
immer besser werden.
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Aufgabe 256

& agb/is/tns 256 a. K mit K (x) =0,0108x" + 0,6896x + 37,6223
wm b. K, mit K () = 0,0006x> — 0,0618x? + 3,3804x + 9,067

Kosten in 1000€

0 - - - -
0 20 40 60 80
Anzahl der Ofen

Die kubische Funktion gibt die gegebenen Daten ein bisschen besser wieder.
d. K (50)=99,1023 = 99102,30€
K, (50) =98,587 = 98587€

Was habe ich in diesem Semester gelernt? — 7. Semester
Die Lésungen zu den Aufgaben 257—282 befinden sich im Schulbuch auf den Seiten 203—205.
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Kosten- und Preistheorie

Kostentheorie
12800 GE 25 ME 37ME
4000€/Stiick 5€/kg 60€/Stiick 20€/kg 25€/Stiick
14 ME
20000+
@’15000--
£
10000
2
5000
0 KK t t t
0 10 20 30 40
x in ME
ertragsgesetzlich linear linear progessiv
degressiv progressiv degressiv ertragsgesetzlich

K'(x) =1,8x% — 36x + 650. Die quadratische Funktion K" hat keine Nullstelle, daher gibt es auch
keine lokalen Extremwerte.
10 ME

30000+
25000
4]
0200001
=
815000--
>~ 10000+
5000+

progressiv

degng
KK,

0 ————————+
0 5 10 15 20 25 30
x in ME

K" hat keine Nullstellen, daher hat K keine Extremwerte.
K'(x) > 0 fir alle xe R, also ist K auf ganz R streng monoton wachsend.
K(0)=1500= 0.
K hat eine positive Wendestelle x = 21,67.
Daher erfillt K alle Bedingungen einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion.

K" hat keine Nullstellen, daher hat K keine Extremwerte.
K'(x) >0 fir alle x e R, also ist K auf ganz R streng monoton wachsend.
K(0)=1000= 0.
K hat eine positive Wendestelle x =16,67.
Daher erfillt K alle Bedingungen einer ertragsgesetzlichen Kostenfunktion.

K hat keine Wendestelle.

K hat eine Extremstelle, ist auf (- «; 8) monoton fallend und hat keine Wendestelle.
Die Wendestelle ist negativ.

Die Wendestelle ist negativ.
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kann keine ertragsgesetzliche Kostenfunktion sein, da der Funktionsgraph einen Hoch- und einen
Tiefpunkt hat.

kann keine ertragsgesetzliche Kostenfunktion sein, da K(0) <0 ist.

kann keine ertragsgesetzliche Kostenfunktion sein, da der Funktionsgraph zuerst progressiv und
dann degressiv wachst.

K mit K(x) = 0,047x3 — 5,857x* + 700,762x + 2 868

K hat keine Extremstellen, ist streng monoton wachsend, K(0) > 0 und die Wendestelle ist positiv.
33980,52€

ertragsgesetzlich; K mit K(x) = 0,04x> — 2,12x? + 56,4x + 413,18

30001
w 2500+
(O
€ 2000+
§ 1500
3 1000
~
500-
0

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Produktionsmenge in ME

linear; K mit K(x) = 32,44x + 71,56

O S e e e |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Produktionsmenge in ME

progressiv; K mit K(x) = 0,65x% +12,68x + 344,63

3000+
w 2500
(]
= 2000+
§ 15001
8 1000+
~

500

0o+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Produktionsmenge in ME

ertragsgesetzlich; K mit K(x) = 0,04x> — 2,28x? + 54,08x + 612,06

3000
w 2500
O
£ 2000
§ 15001
S 1000+
~

500

0 —t—t—t—
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Produktionsmenge in ME
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81,35GE 86,25 GE Die Kosten wachsen degressiv, da K”(15) =-10,5 <0 ist.
progressiv linear degressiv ertragsgesetzlich
ertragsgesetzlich, F progressiv, A degressiv, G linear, B

Vor der Kostenkehre wachsen die Kosten degressiv, also werden die Grenzkosten immer kleiner.
Nach der Kostenkehre wachsen die Kosten progressiv, also werden die Grenzkosten immer gréfer.
Folglich missen in der Kostenkehre die Grenzkosten minimal sein.

In der Kostenkehre sind die Grenzkosten minimal. Da nur Kjein lokales Minimum besitzt, hat nur die
Kostenfunktion von Betrieb B eine Kostenkehre. Sie liegt bei 8 ME.

degressiv auf (0; 10), progressiv auf [10; o)
degressiv auf (0; 33,33), progressiv auf [33,33; )

K’ mit K'(x) = 0,0006x> — 0,08x + 4,6333

1000+ -
progressiv K 254
w 7501
£ =207
2> ® 15
250__degressw§ = 10k
0 LG : j 5%
0 40 80 120 160
xin ME 0 KK
0 50 100 150 200 250
xin ME
66,67 ME
K mit K(x) = 0,04x> = 2,4x + 71+ 490x""; Xz, = 35 ME 50 GE/ME 50 GE/ME
K mit K(x) = 0,005x2 — 0,7x + 40 + 2300
1250+
gmoo--
G 750t
h=
= 500+
& )
250+ K

0 + + + + +
0 40 80 120 160 200
xin ME

Die minimalen Durchschnittskosten von 147,04 GE/ME entstehen bei einer Produktion von
14317ME. Das Betriebsoptimum liegt bei einer Produktion von 143,17 ME.

10ME 30ME 137GE/ME 137GE/ME 265GE/ME 41GE/ME
bei 160 Stiick 646 €/Stlick
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w3 8000 BO

B 40001 t
< 20001 s

% 3 4 6 8 101
x in ME
(101910)
10 ME, 910 GE/ME
y =910x
k=910, im Ursprung
Das Betriebsoptimum entspricht der ersten Koordinate des Schnittpunkts von K’ und K.
Die Durchschnittskosten im Betriebsoptimum entsprechen der zweiten Koordinate des Schnitt-

punkts von K’ und K. Die Steigung der Tangente an K im Betriebsoptimum entspricht den minima-
len Durchschnittskosten.

Die Tangente an K im Betriebsoptimum geht durch den Koordinatenursprung.

Xgo = 40ME; K., =75GE/ME Xgo = 75ME; K., =13,33GE/ME
Xgo = 60ME; K., =83,33GE/ME Xgo = 200ME; K., =100GE/ME
Xgo = 50ME; K, =100GE/ME Xgo = 35ME; K ., =714GE/ME
K’ mit K'(x) = 0,12x% — 4,08x + 47; K mit K(x) = 0,04x> — 2,04x + 47 + 931x”"
35ME
35ME

300+
w
=250+
i
9200+
£
= 1501
I
=100 ™
4 50+

0 t t t t t t
0 10 20 30 40 50 60
x in ME

42,756 ME
127,04 GE/ME

Siehe Mathematik anwenden HUM-Online.

Der Graph von K’ ist von den Fixkosten unabhangig, der Graph von K nicht. Je hoher die Fixkosten
sind, desto weiter nach rechts verschiebt sich der Schnittpunkt der beiden Graphen. Daher ist das
Betriebsoptimum umso hoher, je hoher die Fixkosten sind.

20ME 10ME
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Xem = 20 ME, Xg = 33,43 ME Xam = 30,56 ME, xgo = 51,27 ME
w W 4001
= =
& 33001
i= c
= X200
I IM\
<) Z 100
~ N4
100 t t t } 0 } } t }
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
x in ME x in ME
31,57ME 9ME

K,’=[K=K(0)]'=K'-0=K’
Beachte dabei, dass K(0) eine Zahl (Fixkosten) ist, und die Ableitung einer Zahl stets 0 ist.

Die Steigung der Tangente von K|, an der Stelle x ist die Ableitung K,'(x) von K, an der Stelle x.

K
Wenn diese Tangente den Punkt (0 0) enthélt, dann ist die Steigung auch gleich @ Fir eine

K
solche Stelle x gilt daher: V)EX) =K, '(x), also auch K (x) —x-K,'(x) = 0. Da die Ableitung der variab-

K, 00 —x-K,"
len Durchschnittskostenfunktion nach der Quotientenregel gleich w ist, ist x das

Betriebsminimum, wenn K, (x) — x-K,'(x) = 0 ist. Das bedeutet aber, dass die Tangente von K, an
dieser Stelle den Punkt (0]0) enthalt.

Man denkt sich eine Parallele zur ersten Koordinatenachse, die durch den Schnittpunkt von K mit
der zweiten Koordinatenachse verlduft. Jetzt hat man geometrisch die gleiche Situation wie in
Aufgabe a., wobei die Parallele zur ersten Koordinatenachse die Rolle der ersten Koordinaten-
achse tbernimmt und der Graph von K die Rolle von K.

Siehe Mathematik anwenden HUM-Online. xg,, = 37,46 ME
45ME 25ME
45ME 20ME

K mit K(x) = 0,015x +12x + 2000

K mit K(x) = 0,15x% + 25x + 54000

K mit K(x) = 0,02x? +120x + 12800

K mit K(x) =10x?+ 26x + 90

K mit K(x) = 0,02x% + 44x + 5000

K mit K(x) = 0,01x3-0,9x% +130x + 5780

K mit K(x) = 0,005x>-0,75x? + 54x + 1805
K mit K(x) = 0,02x3 — 0,6x? +120x +12 000

K mit K(x) = 0,4x> —132x% + 23 000x + 67000
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@ ggb K mit K(x) = 0,1%> — 3x? + 2250x + 12150

v5fp8w

@ ggb K mit K(x) =0,125x> — 3x2 + 210x + 11200

36

e492x2
Siehe Schulbuch Seite 205.

Siehe Schulbuch Seite 205.
Siehe Schulbuch Seite 205.
Siehe Schulbuch Seite 205.
Siehe Schulbuch Seite 205.
Siehe Schulbuch Seite 205.
Siehe Schulbuch Seite 205.
Siehe Schulbuch Seite 205.
Siehe Schulbuch Seite 205.

3.2 Preistheorie

97,74 GE/ME bei 63,15 ME 72,22 GE/ME bei 53,75 ME
122,13 GE/ME bei 76,59 ME 74,38 GE/ME bei 65 ME

langfristige Preisuntergrenze: 177,92 €/t; kurzfristige Preisuntergrenze: 91€/t
Der Bauer kann nicht kostendeckend arbeiten, denn bei der langfristigen Preisuntergrenze
arbeitet er nur bei einer Produktionsmenge von 74,74t kostendeckend.

5 ggb langfristige Preisuntergrenze: 367,16 GE/ME bei 25,85 ME

9vbug3 kurzfristige Preisuntergrenze: 205,35 GE/ME bei 15,77 ME

K'(x), K(x) in GE/ME

langfristige Preisuntergrenze: 172,37 GE/ME bei 39,19 ME
kurzfristige Preisungrenze: 98,33 GE/ME bei 33,33 ME

L 400+ i
= /K
L /
O 300+
= _
R200* K
I P g
<100+
Chal R “kPU

0 } } } } }

0 10 20 30 40 50
xin ME

ca100€/t ca.100€/t



3960€

5512t;1578,79€

29,41t bis 75,57t [PU: 155€/t bei 50t; kPU: 83 €/t bei 30t

17,24 ME bis 72,7 ME 50ME 275GE/ME

Break-Even-Point: 109,12 ME; Gewinngrenze: 621,61 ME
60000 GE

[PU: 330 GE/ME bei 300 ME; kPU: 170 GE/ME bei 100 ME
Break-Even-Point: 112,52 ME; Gewinngrenze: 439,98 ME
7250GE

[PU =133,75 GE/ME bei 250 ME; kPU =103,75 GE/ME bei 150 ME
Break-Even-Point: 73,81 ME; Gewinngrenze: 371,91 ME
17000 GE

[PU: 65 GE/ME bei 200 ME; kPU: 20 GE/ME bei 150 ME
Break-Even-Point: 37,58 ME; Gewinngrenze: 199,29 ME
1773 GE

[PU: 33 GE/ME bei 100 ME; kPU: 18,98 GE/ME bei 45 ME

300GE/ME
Break-Even-Point: 25 ME; Gewinngrenze: 120 ME
80ME; 9000€

w I
© 40000+
c 4

()
]

X~
O.

300001
£200001
< 100001

-10000+

K(x), E(x) in GE
® o o
.22

ey
MR RN
Tt

-40+

G

20 40 60 80 100 1208140
xin-ME

2040 60 80 100 120 140 160
xin ME

Break-Even-Point: 15 Stiick; Gewinngrenze: 160 Sttick

Y
N O
o O

K(x), G(x) in GE
3

-40+

G

2040 60 80 100 120 140 160
xin ME

maximaler Gewinn: ca. 41000€
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ertragsgesetzlich bzw. kubisch

500 g
400+

o

© 3001 K

> 200

100+ /
O_:/io:/z:()' 60 80 100
-1007 x in ME
-200
47ME

160 GE
Break-Even-Point: ca. 37 ME; Gewinn: 260 GE

E
500__ neu
., 4001 g
@ 3004
£
= 200 K
100
T 20 40 e s 10
-100¢ x in ME
-2001

Break-Even-Point: ca. 42 ME; Gewinn: 180 GE

5004
400+
w
@ 300+
£
= 2001
100
T2 40 e s 10
-100 ¢ x in ME
-2001

neu

900 GE/ME; 200 ME 50 GE/ME; 200 ME 300 GE/ME; 210 ME

py Mit py(x) =-0,045x + 90 py Mit py(x) =-0,3125x + 250 py Mit py(x) =-0,3x+ 45

200 GE/ME bei 50 ME
340 GE/ME bei 40 ME

Nachfrageliberschuss

Sattigungsmenge: 40 ME; Hochstpreis: 60 GE/ME
30GE/ME

Nachfrageliberschuss

Angebotsiiberschuss

Hochstpreis: 280€/t; Sattigungsmenge 50t
33,93t

181,7GE/ME bei 35,73 ME
267,89 GE/ME bei 29,47ME

8GE/ME bei einem Angebot von 80 ME

20,79t
23,84t zu 146,51 €/t

-1,5; Da |-1,5 =1 ist, handelt es sich um eine elastische Nachfrage.

-0,4; Da |-0,4] <1 ist, handelt es sich um eine unelastische Nachfrage.

38



e=-1,5, elastische Nachfrage, der ErlGs steigt um 100€
Die Nachfrage sinkt um 1,5 %.

e =-1, flieBender Absatz, der Erlos sinkt um 3000€
Die Nachfrage sinkt um 10 %.

540 Stiick

€ =-1,56, elastische Nachfrage, der Erlés wachst von 630€ auf 660€

€= —%; Die Nachfrage ist unelastisch. Eine Preissenkung wirkt sich wenig auf die Nachfrage aus.

-0/125 -2

150€/Stiick

500 Stiick

Hochstpreis: 350 GE/ME, Sattigungsmenge: 700 ME

£(280)=-1,5 = elastische Nachfrage, £(350) = -1 = Ubergang zwischen elastischer und
unelastischer Nachfrage, €(420) =-0,67 = unelastische Nachfrage

-0,522

maximaler Erlos: 61250 GE bei 350 ME zu 175 GE/ME

Wir leiten E mittels der Produktregel ab und erhalten

E'(x) = ppy(¥) - x + py(x) + 1= py () + pp(x) - x.

Diese Summe ist nach dem Hinweis in der Aufgabe 0, also ist E'(x) = 0 und x ist eine lokale Extrem-
stelle der Erlosfunktion.

70 ME; 630 GE/ME; 44100 GE
4,69ME und 119,67ME
(67,55 ME 652,05 GE/ME); 30007,37GE

13,29 ME bis 114,80 ME
(74,63 ME 8,18 GE/ME); 315,33GE

mindestens 10 und maximal 174 Wohnwégen 108 Wohnwagen; 558363,20€

76,67 ME
201,34 ME; 123,99 GE/ME
M9ME; 2975GE/ME; 35402,5GE

0,67ME
21,88 ME; 7745GE/ME
23,01ME; 84,01GE/ME; 1933,15GE

30,05 ME —188,13 ME
(1M1,41ME | 316,48 GE/ME); 16849,34GE
-114 =>1; elastisch

40000

GE

300001

n

E(x)

20000

10000'/
0

0 50 100 150 200
X in ME

K(x),

7,88 ME — 24,54 ME
(16,50 ME 107,78 GE/ME); 415,91GE
1,79 =1; elastisch

20001

o

c 1500

= /

I 1000+

<)

~ 5001
0 } } } ¢
0 8 16 24 32

xin ME
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16,67ME 222 ME

4732 ME; 84,86 GE/ME 4755ME; 228,53 GE/ME
50 ME; 175GE/ME; 8750GE 475ME; 475GE/ME; 22562,5GE
3,66 ME —72,76 ME 7,20 ME — 69,00 ME
(39,64 ME 211,26 GE/ME); 4960,54 GE/ME; (3918 ME | 558,2 GE/ME); 12649,05GE
-1,62 =1; elastisch 1,42 >1; elastisch

10000+ 240001 g
] S G]
£ 75007 = 180001
i 50001 k & 120001 K
< 2500+ < 6000

0 } } } } 0 } } } }
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
x in ME x in ME

K mit K(x)=0,3x +70

. 1 27
Py Mit pyO) = =555 X + 37
Den maximalen Gewinn von 185,31€ erzielt man bei einem Preis von 1,38 € und einer Produktion
von 237 Stiick.

22,51€/1 1,88€/Kugel
@ ggb Hochstpreis: 1492 GE/ME; Sattigungsmenge: 559,5 ME
ni2oub Den maximalen Erlos von 3866,73 GE erzielt man bei einer Produktion von 38,08 ME und einem
Verkaufspreis von 101,54 GE/ME.
(14,67 ME | 246,67 GE/ME), maximaler Gewinn: 1167,07 GE
@ ggb K mit K(x) = 0,3561x2 +10x + 280
983xm> 2880GE

Betriebsoptimum: 28,04 ME, langfristige Preisuntergrenze: 29,97 GE/ME bei 28,04 ME
(30 ME 90,9 GE/ME)

Siehe Schulbuch Seite 205.
Siehe Schulbuch Seite 205.
Siehe Schulbuch Seite 205.
Siehe Schulbuch Seite 206.
Siehe Schulbuch Seite 206.
Siehe Schulbuch Seite 206.
Siehe Schulbuch Seite 206.

Zusammenfassende Aufgaben

Gewinnbereich: zwischen 9,05 und 91,07 ME, Cournotscher Punkt: (51,63 1 586,98)

30ME

DK(30) = 304,67 GE/ME; K'(30) =103 GE/ME
85ME

je 193,75 GE/ME
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f: Preisfunktion der Nachfrage; g: Preisfunktion des Angebots; 256 GE/ME bei 24 ME
f: Preisfunktion des Angebots; g: Preisfunktion der Nachfrage; 161,81 GE/ME bei 9,57 ME

p mit p(x) =-0,04x + 420
D A
K mit K(x) = 0,002x>- 0,6x> + 65x + 8000

Hochstpreis: 12 €; Sattigungsmenge: 160 Eisbecher
py Mit py(x) =-0,075x +12

K mit K(x) = 0,1x% +180x + 9000

€ =-3; elastische Nachfrage
480€

"
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4 Integralrechnung

41 Das unbestimmte Integral

Es ist F'(x) =15x% + 8x — 3 = f(x) und G'(x) =15x% — 8x — 7 = f(x). Daher ist F eine Stammfunktion von f
und G nicht.

Es ist F'(x) = 6x + 4 und auch G'(x) = 6x + 4.

7

C B

zum Beispiel: F(x) = 2x3 + 3x; F(x) = 2x3 + 3x +1; F(x) = 2x> + 3x + 2

zum Beispiel: F(x) == 4x2+7x; F(X) = —4x2 + 7x+5; F(X) = -4x> + 7x — 4

zum Beispiel: F(x) = 4x* — 6x% F(x) = 4x* — 6x?> = 5; F(x) = 4x* — 6x> + 7

zum Beispiel: F(x) = 2x* + 3x3 —x? + 7x; F(X) = 2x* + 3x3 = 2 + 7x + 4; Fx) = 2x* + 3x3 = X2+ Ix — 4

zum Beispiel: F(x) =x*—2x3 — x22+ 3x; FO) = x* — 23 —zx2 +3x+2; Fx) =x*— 22x3 —x2+3x—1
zum Beispiel: F(x) =2x° = 3x> + %, F(0) = 2x* = 3% + 5 + 1, F() = 2x* =3 + 5 = 5

zum Beispiel: F(x) =x; Fx)=x+6; F(x)=x—9

zum Beispiel: F(x) =1; F(x)=3; F(x)=-5

2 2 2
zum Beispiel: F, mit F,(x) =X3+ x; F, mit Fy(x) =X3+ x+1; F; mit F5(x) =X7+ X2
F,F,F,

oW <

5 -4 (}/2 3 X
_1..

-3+

zum Beispiel: F; mit F,(x) = x; F, mit F,(x) = x* + 3; F; mit F;(x) =x° =2

c A B D
X} = 4x? 4+ 3x+ ¢ 1,5 = 3% + 2,50~ 2x + € Ll -Cartac
DE+25E-2x+c  d. ~2t+28 -2+t c 3542 TA4Z 4

F mit Fo) =2x2—3 F mit F() = 5x+1 Fmit Foo=ax*—%  d. Fmit Fe)=7x"+1

F mit F(x)=%x3+%x2+4x+ 5

43
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F mit F(x) =3x+2 F mit F(x) = 3x +4x +%§ F mit F(x)=zx3+x2+1x+5
Fmit F(x)=x2+3 F mit F(x) =+ +xz—% F mit F(x) = 6x +§x3+;x2 235
A B
-xT+c Tic —%+c %In(x)+c
—9y2 - g
2X “+c o T C 3In(t)+c 3Xz+c
A D
i—§+4x+c —;+%+2ln(x)+c é—é—%ln(x)+c
2.6+c 203 +c 277 + ¢ 2. +c
%x%+c %-V;+c 2-+c 43X +c
ﬁ-BX c %-e2z+c —%-e’3t+c —4eTiHcC
In(‘IO) “0t+¢ 1e57+c 2.ei+c ln%.eln(s»uc
B __ t _~ .at
F mit F(Y) = gy 3'+ 5 =g = 0,9102- 31+ 2,693

_ 1 1 .1
FO0 =1 2+ 5~ 1o = In(2) "2+3,5573

1 __3
F(X)_In(B) -3¥+1,2693 = 3 (3) -3X+ 4 In(3)

_ 1 1
F(X)_In(4) “4X+10— In(4) In(4) 4% —1,5416

t _10000 _, t

F = igy 107 +100 — 10000 =~ 15101 — 4242,9448

Fmit F() =€ +1

F) = e ~1
1

F(x)=-e™+3 -§e'3"+20+%e_3

Siehe Schulbuch Seite 206.
Siehe Schulbuch Seite 206.
Siehe Schulbuch Seite 206.
Siehe Schulbuch Seite 206.
Siehe Schulbuch Seite 206.

0,5-e®*+1—0,5-e2=0,5-e% —2,6945

~-3e ¥ +20,0166



4.2 Das bestimmte Integral

441 a. |
- 3+
21 /’T
. /
442 a.

443

o\
N~

o

1 2 3
Untersumme

U, = 4,94

444
L1

Untersumme

Ug=638

Aufgaben 441—444

y
6 Z
4 |
) 7 .
0
0 1 2 3 X
Obersumme
O6 =719
y
T 70PN
TATTIN
']__ | I
0 f o
0 1 2 3 4 X
Obersumme
O8 =937
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Aufgaben 445—446

& oo 445 a

48y87c¢
/ 40 t

30

20

10

0 2 4 6 8 10 X

o
o
-

30

20

10

30 /-

10 A -

0 2 4 6 8 10 X

d. Der Flacheninhalt zwischen dem Graphen von f und dem Intervall [0; 10] betrégt zwischen 147
und 187 Flacheneinheiten.

€& oop 446 a.

y8n74h

T+
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Aufgaben 446—453

. 0,=2246

4
3..
2
'I.-

£

O" T
01 2 3 4 5 6 X

d. Der Flacheninhalt zwischen dem Graphen von f und dem Intervall [0; 6] betragt zwischen 18,23
und 22,46 Flacheneinheiten.

448 a. 46 b. 1316 c. 156 d. 341076
449 a. 23 b. 05 c. 2,52 d. 18 e. 0,04

457 4784

y
10+

452 19,2

10123456 7%

453 a. 13,75 b. 11,25 c. 85

y y

5t 8+

4t 6+

3t 41

2--

1+ t ~
f, 20 2 4 6 8 10
T .2--
10

.'].. _4-.




Aufgaben 453—-462

d. 125 e. 8

f.

5--
4.-
3--
i
240
24 9]
4

13,87

ERETREBRE

2
d. [dwdt=825
-1

e. positiv f. negativ

d. 4,86

I 5510 BE
IBERE N
- _2..
1 3
454 & [a®di=975 b. [b®dt=14 e Jewdt=7917
1 -3 -2
455 & 589m b. 273m? c. 23478m°
456 a. 356m b. 3,21m c. 12m? d. 9600m?
458 a. 8533
b.
LN
ETRN AL
.4..
c. 17125
y
VA
T A
_#2 +—+ l:} t t X
f
459 a. 8 b. 49,33 c. 1,83
460  a. positiv b. negativ . negativ d. positiv
462 a. 186 b. 2,25 . 9,54
y
1 :0__
_‘l..
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Aufgaben 463—471

463 a. 27 c. 20,83 e. 39,04
. y , y y
anp \ 6 A\
\ \ /)
\ [ [
/ , |
J / 1\ \|/ 4 42 0\ 4 X
4 -’\ 0 4 X ) f/ 4 \/
1/ By BRI B A E va X
/ 1\ A\
\ f I /
/ 41\ o
b. 13,54 d. 5717 f. 405
y y y
6 \ 8 \ ]
\ | [°
SWA| / RN |/ \ |
f TR ARV
, / \ \ /
D / 4 /-2 0 4 X
/ 4 \ > |0 / X
0 Vi X - . \
, 7 i ) 'L/ I\
1B /|
4 12 .’ I
464 a. positiv b. negativ . negativ d. positiv
465
0-9-8-7-6-5-4-3-219 1234567890
466 a./b. y c. 4,65m
1 . d. 371,806 m>=3718061
2 10 2 X
\\2 |
467 a. y
' \
i
R \f A 2 X
h. 2,09
c. 0,52m?
468 a. 3472m/s? b. MMm
469 a. %m/s2 b. s(t)=f—§’t2 c. 849s d. 151m

471 a. vmit v(t) =-0,00225t* + 0,0366t> + 0,3815t2
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ggb/tns

50

h545vw

s mit s(t) = -0,00045t° + 0,009166t* + 0,127167t3
173,83 m

v mit v(t) = 0,05t* — 2t + 20t% s mit s(t) = 0,01t — 0,5t* + £

20s

nach 10s; 500 m/s

nach 4,23s: 76,98 m/s?; nach 15,77s: 76,98 m/s’
5333,33m

nach 2s; 4,87m/s’
v mit v(t) = (-9t> —18t —18)e t+18

v mit v(t) = 200(1 — 0,851%)
v mit v(t) = 55,556(1 — 0,851%)

s mit s(t) = (9t% + 36t + 54)e” t + 18t — 54

58,565; 17,08 m/s = 61,48 km/h

s mit s(t) = 55t — m(ffgs)-o,SSt + In((5)l,585)
815s
v mit v(t) =10 — 2,5t 4s 20m
v mit v(t) =30 -6t 5s 75m
2,917 6,917 136 -1,333
2868,86€ 5000
24000—
23000
3
22000
& 1000+
~
0750 DI ' MI'DO FR SA SO
Wochentag
3380,40€ 6000
5000
C
= 4000
C
£3000- —
£20001
o
¥ 1000+
0
1 5 10 15 20 25 30

Tage

vmitvt) = -+ 52 8,53m/s
v(t)=15-t

15
£ v
£
0
<5

0+ t

0 2 6 10
tins

In der blauen Tonne. Die Flache unter der blauen Kurve ist grofier.

15m/s=54km/h
3,75m/s und 11,25m/s

11,667

105m

3,979



v mit v(t) = 0,08t + 1,4t

N
S

N
[e)}

v(t) in m/s

o

0 2 4 6 8 10
tins
9,67m/s=34,8km/h
30,75m 2,37m/s
f mit f(t) =10-1,02t 11,059 Mio. Einwohnerinnen und Einwohner

f mit f(t)=2-0,5¢

10

1443
095¢g

Siehe Schulbuch Seite 206.
Siehe Schulbuch Seite 206.
Siehe Schulbuch Seite 206.
Siehe Schulbuch Seite 206.
Siehe Schulbuch Seite 206.
Siehe Schulbuch Seite 206.
Siehe Schulbuch Seite 206.

4.3 Wirtschaftliche Anwendungen der Integralrechnung

K mit K(x) = 0,02x3 — 0,1x2 + 4x + 780 K mit K(x) = 0,59x3 — 25,5x2 + 830x + 1200
K, mit K,(x) = 0,12x> — 6,7x* + 260x 2600GE
E mit E(x) = -1,4x2 + 400x E mit E(x)=—%+1000x

E mit E(x) =-3,2x? +500x; py, mit py(x) =-3,2x + 500

E mit E(x) = ~12,4x2+1640x; py Mit py(x) = ~12,4x +1640

E mit E(x) =-0,2x> — 4x*> + 580x; p,, mit py(x) = —0,2x> — 4x + 580

E mit E(x) ==0,01%% — 24x% + 460x; p mit py(x) = =0,01x? — 24x + 460

E'mit E'(x) =-0,8x +120 E mit E(x) = -0,4x% +120x Py Mit py(x) =-0,4x +120
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E" mit E'(x) =-200x + 800 E mit E(x) =-100x? + 800x

Bei 4 ME ist der Erl6s maximal. 1600 GE
G mit G(x) =-0,1x> + 6x*> — 30x — 1000 20 ME bis 50 ME
D mit D(x) = -0,14x3 + 3x% + 280x D mit D(x) = -0,11x> — 3x% + 630x

G mit G(x) =-0,025x3 + 2,375x> + 27125x — 3285

E’ mit E'(x) = -0,15x +120; K’ mit K'(x) = 0,05x + 40 G mit G(x) =-0,1x>+ 80x — 8000
Bei 400 ME ist der Gewinn maximal. 8000GE
Konsumentenrente: 93,33 GE; Produzentenrente: 126,67 GE
241
Pa
20 1
w 16 + Konsumentenrente
Produzentenrente
121
8T Py
4 4
0

0 4 8 12 16 20 24 28

x in ME
Medina hat um 3 € weniger gezahlt, als sie zu zahlen bereit gewesen war. lhre individuelle
Konsumentenrente betragt 3€. Der Verkaufer hat um 2€ mehr erhalten als die von ihm festgesetzte
Untergrenze. Seine individuelle Produzentenrente betrdgt daher 2 €.

Konsumentenrente

0 4 8 12 16 20 24 28 § 12 16 20 24 28
X in ME X in ME
11GE/ME bei 18,67 ME

24 1 24
20 P 20 P
16 w 16
[G)
£ 12+
>
8--
4 Erlos
Py
+ + + + + + + 0 t t t t + + +
0 4 8 12 16 20 24 28 0 4 8 12 16 20 24 28
x in ME x in ME
577 Stiick zu je 795€
14308€

255507€



1000+ Py

500 Jensumentenrente B,
® 600+ Produzentenrente Marktglgew.
S0

200

0 100 200 300 400 500 600 700

x in ME
P Mit p,(x) =0,625x +7,5, py, mit py(x) =-0,625x +16,25
7kg zu 11,875€/kg
Produzentenrente: 15,3125 €, Konsumentenrente: 15,3125 €

109€

Weil im grauen ,Dreieck” der aktuelle Marktpreis Uber dem, was weitere Konsumenten zu zahlen
bereit wéren, liegt und daher keine weiteren Verkadufe zustande kommen.

24 1
20 + P
Konsumentenrente
w 16 T
2 124 Marktglgew.
> Marktpreis
871 Produzentenrente
44
Py
0 - - - - - - -
0 4 8 12 16 20 24 28

xin ME

Damit die 6konomische Wohlfahrt maximal ist, muss der Marktpreis gleich dem Marktgleich-
gewichtspreis sein. Die Flache des grauen ,Dreiecks” (aus Aufgabe 518) ist dann 0.

207923712€

5160-- Maximum

w B

£120+

£

e

% 801

(%]

(o)) 4

5

2 404

@© 4

N Minimum
0 4 8 12 16 20 24

Zeit in Stunden
Der Umsatz wachst um ca. 2:30 Uhr am schwachsten und um ca. 15:30 Uhr am starksten.

581990,40€

< 80000+
¥ 60000+

£ 400001 Ausgaben
5 20000+ =

@ Einnahmen

€ T 7% 4 16 20 2
>

%—20000-- Zeit in Stunden

N-40000 +

zwischen 0 Uhr und 7 Uhr
um 198995,50€
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Aufgaben 523-540

523

525

526
527
528
529
530
531
532
533

534
535

536
537

538 G mit G(x) =-0,04x> — 3,2x% +1580x — 30000

539

a. 3200€/h
b. nach 6 Stunden, R(6) =3600€/h

c. 28800€
d. 123750€

a. Barwert: 1061756,24€; Endwert: 1363322,00€

h. Barwert: 86 638,28 €; Endwert: 111245,75€

a. 2,7128667%
a. 262500€ b. 159003€
752776,59€

Siehe Schulbuch Seite 206.

Siehe Schulbuch Seiten 206 und 207.
Siehe Schulbuch Seite 207.

Siehe Schulbuch Seite 207.

Siehe Schulbuch Seite 207.

b. 665398,75€

Zusammenfassende Aufgaben

a. C h. A c. D
v v
a. L 7 1. 752
V2 V2
b. 1 b(V)=ﬁ il b(V)=W

b(v) inm

0 10 20 30 40
vinm/s

44,8kWh

a.
100t

751

50+

T(t) in °C

251

0 } } } }
0 1 2 3 4
tin min

a. positiv b. negativ

@ ggb/tns 540 a. nach 2s; 4,87m/52

54

e2xz87

b. vmitv(t)=(-9t>—18t—18)e t+18

d. B
Il
120
b
1S
£ 80T
S
< 401
0 + + + t
0 40 80 120 160
vinkm/h
b. 12°C c. 94,99°C d. 71,03°C
c. negativ d. positiv

c. s(t)=(9t> + 36t +54)e t+18t— 54
d. 58,56; 17,08 m/s =61,48km/h



der in den ersten 60 Sekunden vom Fahrrad zuriickgelegter Weg in m
die Geschwindigkeit der Rakete nach 10 Sekunden in m/s

die Hohe der Bohnenranke nach 30 Tagen in mm

das innerhalb einer Minute downgeloadete Datenvolumens in kB

der Wasserverbrauch des Einfamilienhauses innerhalb eines Tages in m?

27000€

Da der Zahlungsstrom die momentane Anderungsrate des in der Bank befindlichen Kapitals ist,
kennzeichnen die Nullstellen von R die lokalen Extremstellen des Kapitals in der Bankfiliale.

Bis zum Zeitpunkt t =10 ist R positiv, danach negativ, daher hat das Kapital um 10:00 Uhr ein
(lokales) Maximum erreicht. Vor dem Zeitpunkt t =15 ist R negativ, danach positiv, daher hat das
Kapital um 15:00 Uhr ein (lokales) Minimum erreicht.

K mit K(t) = 666,67t> — 25000t + 300 000t — 1003 666,67

£ 160000
_ ¢ 140000+ K
120000+

kontinuierliche

Zahlungsstrom R(t)
(o))
o
o
o
o

Ob
56 7 8 9 10 74243714 15 16 17
Zeit t in Stunden
maximaler Geldbetrag: 163000-€ um 10 Uhr; minimaler Geldbetrag: 100 000€ um 7Uhr
(Das lokale Minimum liegt zwar bei 121333,33 € um 15 Uhr, allerdings ist dieser Betrag héher als
der Startwert um 7Uhr.)
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5 Wahrscheinlichkeitsrechnung

51 Was ist Stochastik?

5.2

eindeutig bestimmt (Das Hihnerei ist kaputt.)

vom Zufall gelenkt (Der Lottogewinn kann nicht vorhergesagt werden.)

vom Zufall gelenkt (Die Anzahl der Birnen kann nicht vorhergesagt werden.)
eindeutig bestimmt (Ein Mensch wird niemals tiber 150 Jahre alt.)

Beispiele fiir eindeutig bestimmte Vorgange: der Sieger der Fuf3ball WM 2014, die Mondaufgangszeit
am morgigen Tag, die Endhdhe eines nach einem Plan zu errichtenden Gebdudes

Beispiele fiir vom Zufall gelenkte Vorgédnge: die Regenmenge am kommenden Sonntag, der Sieger
im Zehnkampf bei den nachsten olympischen Spielen, die Korpergrofie eines beliebig gewahlten im
Jahr 2050 geborenen Kindes

mathematisches Modell (Die Schadenshdufigkeit hdngt von Kriterien wie zum Beispiel dem Alter
der Lenkerin bzw. des Lenkers, der Fahrerfahrung usw. ab.)

mathematisches Modell (Der Anteil kann naherungsweise mithilfe einer Befragung bestimmt
werden.)

mathematisches Modell (Die Wirkung kann mithilfe einer Studie und dann mit statistischen
Methoden bestimmt werden.)

kein mathematisches Modell (Eine Schatzung der Schneemengen in den néchsten 10 Jahren ist
serios nicht mdéglich.)

zum Beispiel:

Versicherungen: Berechnung, wie oft ein Fensterbruch im Haushaltsbereich eintritt oder wie oft ein
Hochwasser in einer bestimmten Region auftritt

Medizin: voraussichtliche Wirkung einer Behandlungsmethode, voraussichtliche Gesundungsrate
nach einer bestimmten Krankheit

Siehe Schulbuch Seite 207.

Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Q={1,1,1,2),...01,6),2M,22),...,26),..,67,(62),..,(6)}
K... Kopf; Z ... Zahl

Q=1{K K), K 2),(Z K), Z D}
Q={(K K K K), (K K K 2), (K KZK),KKZ2),(KZKK),KZK2),KZZK,KZZ2),
Z K KK),(@ZKKD,(ZKZK),(ZKZD,ZZKK),(ZZK2D,ZZZK),(ZZZ 2}

Q={1,2,3,4,5,6,738,9,10}

Q = {{Walter, Xaver}, {Walter, Yannick}, {Walter, Zoltan}, {Xaver, Yannick]}, {Xaver, Zoltan},
{Yannick, Zoltan}}

V... Vanille; S ... Schokolade; E ... Erdbeere; H... Haselnuss; Z... Zitrone

Q = {{VI SI E}I {\/l S/ H}I {VI SI Z}I {V/ EI H}I {\/I EI Z}l {V/ HI Z}I {S/ EI H}I {S/ EI Z}I {SI HI Z}l {EI HI Z}}

E={5, 6} E={1,23} E={1,3,5} E={1,2 4,5}

D A
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Q=1{K K), K 2),(ZK), Z 2} E=1{K K), K 2),(Z K}

Hzoﬂ) =2 h20(1) =0 H20(2) =4; h20(2) =02 Hzo(?’) =4 hzo (3)=0,2; H20(4) =2 h20(4) =0
Hyg(5) = 2; hoo(5) = 01; Hyy(6) = 6; hoy(6) = 0,3

Z Hzo(w) =20; Z hzo((l)) =1

weQ weQ

Ho(K) = 6; h,o(K) = 0,4; H,e(2) =9; h,.(2) = 0,6 > Hi(@)=15; ) hys(w)="1

weQ weQ

Begriindung:
: Jede Augenzahl der Ergebnismenge hat die gleiche Wahrscheinlichkeit.
: Zumindest zum Zeitpunkt der Entstehung dieses Buches war die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
Osterreich gewinnt, geringer einzustufen als die Wahrscheinlichkeit, dass Brasilien gewinnt.
: Nicht jede Verspatungsdauer ist gleich wahrscheinlich.
: Jede Karte hat dieselbe Wahrscheinlichkeit oben zu liegen.

{6} ¢ =067 (3,4,5,6); 5= 0,667 {2,3,553=05 (1,2,4,5}; 5~ 0,667

Menge der mdglichen Ausgénge: {(1,1), (1,2), ..., (1,6), (2,1, (2,2), ..., (2,6), ..., (6,1),(6,2), ..., (6, 6)}
(mit 36 Elementen)

(11, 22, 33, 44, 55, 66}; p = f~0167 {16, 25, 34, 43, 52, 61}; p—%~0167

{12, 21}, p= 1 = 0,0556 {11,13,15, 31, 33, 35,51, 53,55}, p = ——025

Menge der mdglichen Ausgénge: {KK, Kz, ZK, ZZ}
{KK}; Wahrscheinlichkeit: 0,25
{z27}; Wahrscheinlichkeit: 0,25
{KZ, ZK}; Wahrscheinlichkeit: 0,5

{1,3,5,7,9,12,14,16,18,19, 21, 23, 25, 27, 30, 32, 34, 36}; Wahrschelnllchkelt
{2, 4,6,8,1011,13,15,17, 20, 22, 24, 26, 28, 29, 31, 33, 35}; WahrschelnllcthIt =
{1,4,7,10,13,16,19, 22, 25, 28, 31, 34} Wahrscheinlichkeit: 37

{(1,2), 2,1} Wahrscheinlichkeit: 75

{(1,6),(2,5),(3,4),473),5,2), 6, 1)} Wahrschelnllchkelt =

{(2,2),(2,4),2,6), 4, 2), 4, 4),4,6),(6,2), (6, 4) (6, 6)}; Wahrschelnllchkelt 4

{(2,6),(3,4),4,3), (6,2} Wahrschelnllchkelt 5

Fur das Ereignis ,Beide Wiirfel zeigen eine gerade Zahl”, denn hier besteht die Ereignismenge aus
9 Ergebnissen und somit aus der hochsten Anzahl von Ergebnissen.

2 1 1

3 6 18

|u

Die Ereignisse schlieen einander aus, weil die Summe von zwei gleichen Zahlen immer gerade
und damit niemals ungerade ist.

Die Ereignisse schief3en einander nicht aus, weil zum Beispiel 12 durch 3 und 4 teilbar ist.

Die Ereignisse schlieflen einander aus, weil keine der Zahlen von 1 bis 30 sowohl durch 5 als auch
7 teilbar ist.

Die Ereignisse schlief3en einander nicht aus, weil eine Schiilerin oder ein Schiiler sowohl in Ma-
thematik als auch in Deutsch ein ,Sehr gut” haben kann.

0,73 013 0,65
0,15



A°=1{1,3, 5} A°={A, B, C,E, F} A= {KKZ, KZK, KZZ, ZKK, ZKZ, ZZK}

nicht ,Austria gewinnt”. Die 59 % aller Spiele, die Rapid nicht gewonnen hat, beinhalten auch die
Spiele, die unentschieden ausgegangen sind.

.Die Augenzahl ist ungerade.” bzw. ,Die Augenzahl ist nicht gerade.”

,Die Augensumme ist nicht kleiner als 6.” bzw. ,Die Augensumme ist gréf3er oder gleich 6.” bzw.
,Die Augensumme ist grofier als 5.”

,Keines der Lose gewinnt.”

~Ben gewinnt mindestens einmal.” bzw. ,Georg gewinnt nicht jedes Ma
+Mindestens 17 Fahrrader entsprechen den Sicherheitsvorschriften.”
,Lara hat hdchstens 3 Fragen falsch beantwortet.”

|// |//

C F A D B E
1 2 1 1 1 2
3 3 2 3 3 3
1 2

3 3

1

2

3

4

1

2

"

Da ein Fufiballmatch auch unentschieden ausgehen kann, ist das Gegenereignis zu ,Rapid gewinnt’

Der erste Wiirfel zeigt eine gerade Augenzahl und das Produkt der Augenzahlen der beiden Wiir-

fel ist gerade.
2

3

Der erste Wirfel zeigt eine gerade Augenzahl, wenn bekannt ist, dass das Produkt der Augenzah-

len der beiden Wiirfel gerade ist.
/I

Das Produkt der Augenzahlen der beiden Wiirfel ist gerade, wenn bekannt ist, dass der erste Wr-

fel eine gerade Augenzahl zeigt.

40
a1 1 1
36 6 2
abhéangig unabhéngig

abhéngig, denn P(Rouge) = % und P(Rouge | Pair) =%

abhéngig, denn P(Rouge) :% und P(Rouge | Manque) =%
abhangig, denn P(Pair) = % und P(Pair | Manque) =%
abhéangig, denn P(Rouge) =% und P(Rouge [12°) = %
abhéngig, denn P(Rouge) = % und P(Rouge | Colonne 35) =%

abhangig, denn P(127) = % und P(12”| Colonne 35) =%

Siehe Schulbuch Seite 207.
Siehe Schulbuch Seite 207.
Siehe Schulbuch Seite 207.
Siehe Schulbuch Seite 207.
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Siehe Schulbuch Seite 207.
Siehe Schulbuch Seite 207.

5.3 Vierfeldertafel und Baumdiagramm

A AC Summe
B 0,64 0,11 0,75
B¢ 019 0,06 0,25
Summe 0,83 017 1
0,06
011

Es ist P(A)-P(B)=10,83-0,75= 10,6225 und P(A N B) = 0,64. Da P(A)- P(B) = P(A N B) ist, sind die
beiden Ereignisse nicht voneinander unabhangig.

S S¢ Summe
F 0,23 012 0,35
F¢ 0,33 0,32 0,65
Summe 0,56 0,44 1

23%

0,6571; Das ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gast, der das Fitnesscenter benutzt, auch die
Sauna benutzt.

Es ist P(S)-P(F) =0,56-0,35= 0,196 und P(SN F) = 0,23. Da P(S) - P(F) # P(S N F) ist, sind die beiden
Ereignisse nicht voneinander unabhangig.

A A€ Summe
B 0,06 013 0,19
B¢ 0,67 014 0,81
Summe 0,73 0,27 1
6%
13%
0,082; Das ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person, die Ski fahrt, auch Snowboard féhrt.
31,6 %
0,41
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25
36,

(0 Kanige)( 1 Kb’ni69 )2 knige)(0 Ksnige][ 1 Kanig ]

0,605

Spender

Empféanger

0,778

0,8351
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Gesamtzahl
1000000
Tachinitose keine Tachinitose
2000
99,7%, 0,3% 01% 99,9%
[ Test pos. ] [Test neg.] [ Test pos. ] [Test neg.]
1994 6 998 997002

0,6664

0,999994 = 99,9994 %

1. Test pos.
2992

Tachinitose keine Tachinitose

0,0374
0,3877

1994
99,7% 0,3% 01% 99,9%
2. Test pos. 2.Test neg. 2. Test pos. 2.Test neg.
1988 6 1 988
Gesamtproduktion
1. Test 0,99 0,01 0,05 0,95

Ausschuss|
0,04

0,001

Siehe Schulbuch Seite 207.
Siehe Schulbuch Seite 207.
Siehe Schulbuch Seiten 207 und 208.
Siehe Schulbuch Seite 208.

0,0005

Sollte der erste Test positiv und der
zweite Test negativ sein, so ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die
Patientin bzw. der Patient Tachinitose
hat, nur 0,6 % und nicht 50 %.

0,591
8,01-1077=1:1248193
0,981

6,39%



Aufgaben 621—-626

Zusammenfassende Aufgaben

621 a. 0,04 h. 048 c. 02 d. 0,32
622  a. 0,00000125 b. 0,38902875 c. 0,00002875 d. 0,61097125
623 0,13889;{(2,6),(3,4), (4,3),(6,2), (6, 6)}

624  a. 0,6367 h. 0,3265 c. 0,0367
625 234%
626 a. Am besten war Carina und am schlechtesten Alissa.

b. 85%

c. Bernadette: 73,75%; Carina: 92,5%

d. Am besten war Carina und am schlechtesten Bernadette.

Was habe ich in diesem Semester gelernt? — 8. Semester
Die Losungen zu den Aufgaben 627—-663 befinden sich im Schulbuch auf den Seiten 208—209.
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